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PREFACIO

Sinto-me orgulhoso e honrado com o convite de meu amigo,
Professor Jorge Luis Costa, para escrever o Prefacio de seu Guia de
Estudos — Pratica de Ensino: Construcoes Geométricas.

O texto apresenta as construcdes basicas relativas a figuras planas
importantes, tais como segmentos, retas, retas paralelas, retas
perpendiculares, angulos, triangulos, quadrados, losangos, retangulos,
poligonos diversos, circulos, ovais e conicas.

As construgdes sdo apresentadas em primeiro lugar no padrao
grego classico, com o uso apenas da régua e do compasso; em segundo
lugar, sdo apresentadas com o uso nao s6 da régua e do compasso, mas
também dos esquadros e do transferidor; em terceiro lugar, o autor introduz
o Programa GeoGebra e com ele realiza novamente as construgdes. O
Programa GeoGebra permite realizar constru¢des dindmicas, que sdo de
grande importancia para a compreensdo da Geometria Euclideana Plana.
Aqui é bom ressaltar que, ao descrever as construgdes com o uso do
GeoGebra, o autor contempla com grande habilidade uma descrigdo
didatica de como usar o referido programa!

Além das trés maneiras de apresentar as constru¢des, mencionadas
acima, denominadas “midias”, o autor apresenta também construgdes
mecanicas das conicas, elipse, hipérbole e parabola.

Para um aprendizado eficiente com a ajuda deste Guia de Estudos
¢ essencial que o usudario tente resolver todos os exercicios e problemas
propostos. O contetido dos exercicios e problemas ¢ parte relevante das
construgdes geométricas e da geometria neles incluida. E também
fundamental estudar os textos indicados no Guia. Os conteudos desses



textos sdo importantes nas justificativas para as constru¢des geométricas
abordadas.

Desejo ressaltar que o uso do GeoGebra nas construgdes
geométricas, especialmente em constru¢des dinamicas, além de ajudar de
modo decisivo na compreensdo da Geometria Euclideana Plana, pode ser
motivador para seu uso em outras disciplinas matematicas, como na
Algebra, na Geometria Analitica e no Calculo.

Este Guia de Estudos certamente proporcionara ao usudrio uma
visdo mais clara e mais ampla da Geometria Euclideana.

O autor esta de parabéns pelo texto! Desejo muito sucesso a seus
usuarios!

Pedro Mendes
(Professor Titular Aposentado — Departamento de Matemdtica —
ICEx -UFMG)



APRESENTACAO

Caro aluno;

E com muita satisfagdo que lhe entrego esse texto, que chamo de
Guia de estudos, pois o usaremos na disciplina de Prdtica de Ensino:
Construgoes geomeétricas. Optei por usar uma linguagem coloquial, onde
procuro “conversar” com voc€. Na composicdo do texto, em diversos
momentos, indico-lhe trabalhos de outros autores como materiais
complementares ou como aprofundamento para o assunto apresentado.

Esse guia € o resultado de diversas experiéncias. A primeira em
relacdo ao proprio conteudo. A Construcdo Geométrica ¢ para mim muito
agradavel. Remete-me as lembrancas de diversas fases de minha formagao
escolar: no colégio e o fascinio que os esquadros, réguas e compasso
exerciam sobre mim; no ensino médio técnico nas disciplinas de desenho;
na licenciatura em Matematica; e, no mestrado quando estudamos sua
relacdo com a geometria ¢ a formagdo de professores.

A segunda experiéncia ¢ a de trabalha-la a distdncia, como uma
disciplina de pratica de ensino. A cada semestre letivo, busquei refletir no
contetido, na forma como a disciplina foi trabalhada, nos problemas
técnicos gerados pela separacdo fisica e temporal e na abordagem do
conteudo quando tento balancear conteudo (muitas vezes esquecido ou
desconhecido dos alunos) com a pratica na sala de aula. Com certeza em
um proximo momento coisas serdo incluidas e retiradas do texto.

A terceira experiéncia esta relacionada com a forma como o guia
foi construido. Desde que iniciei meu trabalho no ensino superior em 2002
tenho lecionado disciplinas relacionadas com tecnologia. Sou um defensor
do uso de softwares gratuitos e, sempre, os indico e utilizo. Varias vezes
recebi reclamacdes de alunos dizendo que aqueles programas nao



permitiam fazer o trabalho que precisavam. Impus-me entdo o desafio de
produzir um material mais complexo, um livro. Apods varios testes e
limitando aos programas que indico consegui cria-lo. Para a digitacdo e
formatagdo, utilizo o LibreOffice Write (http://pt-br.libreoffice.org), para a
edicdo de imagens utilizo o PhotoFiltre (http://www.photofiltre-
studio.com/pf7-en.htm) e para o trabalho com a Geometria, o GeoGebra
(http://www.geogebra.org/cms/pt BR). O layout do guia ¢ amador e as
imagens podem ser consideradas de baixa qualidade, mas hoje posso
afirmar para qualquer aluno do nosso curso de Matematica, futuro
professor, que com esses softwares consegue-se fazer um trabalho mais
“pesado”. Na minha opinifo isso € dar poder ao professor.

Entdo € isso... Sinceramente, espero que este Guia de estudos seja
util a vocé durante nossa disciplina ¢ que lhe inspire a continuar estudando
e explorando a Geometria e as Constru¢des Geométricas.

Um forte abraco.

Jorge Luis Costa



CONSTRUCOES GEOMETRICAS E
GEOMETRIA: APOIO MUTUO

A Geometria, segundo varios autores, ¢ um dos conteudos que
permitem o desenvolvimento integrado de competéncias e habilidades, ndo
s6 na Matematica, mas também em outras areas.

Neste topico inicial, tento responder, basicamente, a duas questoes:

e Como o Desenho Geométrico ou Constru¢do Geométrica se
relaciona com a Geometria ¢ as outras areas da Matematica?

e Que processo social colocou a Geometria ¢ o Desenho
Geométrico tdo a margem das aulas de Matematica?

Geometria: um caso de amor e odio

A Geometria Plana ¢ o Desenho Geométrico ou Construgdes
Geométricas' sempre ocuparam posi¢do de destaque em minhas memorias
escolares. Recordo-me das aulas em que se usava compasso, régua,
esquadros e transferidor e da satisfacao que tinha em poder manipular todos
esses instrumentos. Apesar dessa satisfagdo, nunca tive facilidade em
entender os contetidos. Para mim, eles estavam prontos e eu tinha que
decora-los.

1 As expressdes “Construgdo Geométrica” e “Desenho Geométrico” sdo usadas
como sindnimas, ndo se fazendo diferenga entre elas. Quando forem tratadas de
forma diferenciada, isso sera indicado no texto.
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Quando fiz a Licenciatura em Matematica, encontrei-me
novamente com a Geometria Plana e o Desenho Geométrico. E, mais uma
vez, veio a sensagdo do apelo & memoria: para tragar a paralela a uma reta
dada faz-se assim; para tragar a perpendicular, faz assado; para criar um
hexdgono ¢ s6 seguir o roteiro. E assim por diante. Minha curiosidade nao
era satisfeita, pois queria saber por que aquelas construgdes davam certo,
por que eu tinha que usar aquela circunferéncia etc.

Nessa vontade de entender as construgdes e as relacdes entre seus
entes geométricos, eu me envolvia em muito trabalho e pesquisas, que nem
sempre eram frutiferos. Nesses casos, a saida era recorrer aos colegas e aos
professores.

Naquele momento, o da graduagdo, pude incluir um novo
instrumento: a informatica. Com ela fiz experimentagdes com e nas
construgdes propostas. Dessa forma, novas possibilidades surgiram, pois, a
partir dai, pude buscar regularidades, observar relagdes entre os entes
geométricos € assim criar conjecturas, validagdes e justificativas. Mas,
mesmo assim, continuava tendo dificuldades em entender como se chegou
aquela solugao.

Essa dificuldade com a Geometria ndo foi (ou ¢€) privilégio meu.
Muitos professores de Matematica passaram e passam por ela. Muitas
pessoas que foram alunos de Geometria passaram pela mesma formagao
que tive, mas, como ndo optaram por trabalhar como professores de
Matematica, simplesmente deixaram a Geometria de lado, usando somente
0 necessario, e seguiram em frente.

Viérios autores apontam uma deficiéncia no ensino de Geometria
(como Geometria Plana ou como Desenho Geométrico) que se arrasta por
bastante tempo. Dentre eles, pode-se citar Eduardo Wagner, que, no seu
livro Constru¢des Geométricas, afirma:

Estando as Construgdes Geométricas cada vez mais
ausentes dos curriculos escolares, esta publica¢do
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pretende ajudar a resgatar o assunto do esquecimento e
mostrar a sua importancia como instrumento auxiliar no
aprendizado da Geometria. Os problemas de construcao
sdo motivadores, as vezes intrigantes e frequentemente
conduzem a descoberta de novas propriedades. Sao
educativos no sentido que em cada um ¢ necessaria uma
analise da situacdo onde se faz o planejamento da
constru¢do, seguindo-se a execuc¢do dessa construcao, a
posterior conclusdo sobre o numero de solugdes
distintas ¢ também sobre a compatibilidade dos dados
(WAGNER, 1993, Prefacio).

Outro apontamento significativo a esse respeito pode ser observado
no texto “Grupo colaborativo em Geometria: uma trajetoria... uma
produgdo coletiva”, das professoras Adair Mendes Nacarato, Adriana
Aparecida Molinas Gomes e Regina Célia Grando, pertencente ao livro
Experiéncias com Geometria na escola publica. As autoras, docentes que

trabalham como formadoras de professores de Matematica, afirmam:

A escolha da Geometria como campo do saber para o
trabalho do grupo nesse periodo foi proposital. De um
lado, porque sabemos, pela nossa experiéncia como
formadoras, que esse campo matematico raramente ¢
trabalhado nas escolas publicas e, quando o ¢, ocorre ou
ao final do ano ou de forma totalmente destituida de
sentido e significado para o aluno. Isso sem duvida, ¢
decorrente das lacunas que o professor traz em sua
formacdo quanto a Geometria. Por outro lado, como
docentes dessa disciplina nos cursos de Licenciatura em
Matematica, sabiamos que os alunos ingressantes em
nossa instituicdo, no Ensino Superior, sdo provenientes
das escolas publicas de Ensino Médio e ndo tém
conhecimentos basicos nesse campo. (NACARATO,
GOMES, GRANDO, 2008, p.27)

Provavelmente surgiriam perguntas. Por exemplo: “Nossa

disciplina é Geometria ou Construgdes Geométricas?”, “Apesar de saber
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que Geometria e Constru¢cdes Geométricas tém 0s mesmos entes como
base, qual a importancia de uma para a outra?”

Para tentar esclarecer questdes desse tipo, indico, a seguir, um
texto.

— > SAIBA MAIS

Leia os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica para o 3° e
4° ciclos do Ensino Fundamental e o ensino das Construcoes
Geométricas, entre outras consideragoes, da professora Elenice de Souza

Lodron Zuin.

ZUIN, Elenice de Souza Lodron. Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica para o 3° e 4° ciclos do Ensino Fundamental e o ensino das
Constru¢des Geométricas, entre outras considera¢des. In: 25" Reuniao
Anual da Associacio Nacional de Pés-graduacio e Pesquisa em
Educacao - ANPED, 2002, Caxambu. Disponivel em
<http://25reuniao.anped.org.br/excedentes25/elenicezuint19.1tf>. Acessado
em: 19 mar. 2016.

Parametros Curriculares Nacionais — PCN e o Ensino
de Geometria e das Construcoes Geométricas

Como diz a professora Elenice de Souza Lodron Zuin , a educagio

brasileira tem nos PCN o seu referencial. Citando varios trechos, ela
fundamenta sua opinido sobre o assunto e constroi a argumentagao. Porém,

18



para nos, professores, € importante aprofundar um pouco mais o olhar nas
recomendagoes, preferencialmente consultando os originais, para construir
um referencial para a pratica pedagogica.

Ensino Fundamental — Terceiro e Quarto Ciclos

O primeiro destaque que tem relagdo com a importancia do
conteiido de Geometria esta em “Espago e Forma”.

Os conceitos geométricos constituem parte importante
do curriculo de Matematica no ensino fundamental, porque,
por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de
pensamento que lhe permite compreender, descrever e
representar, de forma organizada, o mundo em que vive.

O estudo da Geometria ¢ um campo fértil para
trabalhar com situagdes-problema e € um tema pelo qual os
alunos costumam se interessar naturalmente. O trabalho com
nogdes geométricas contribui para a aprendizagem de nimeros
e medidas, pois estimula o aluno a observar, perceber
semelhangas e diferencas, identificar regularidades etc.

O trabalho com espaco e forma pressupde que o
professor de Matematica explore situagdes em que sejam
necessarias algumas construgdes geométricas com régua e
compasso, como visualizacdo e aplicacdo de propriedades das
figuras, além da construgdo de outras relacdes.

Este bloco de contetidos contempla n3o apenas o
estudo das formas, mas também as nogdes relativas a posigao,
localizagdo de figuras e deslocamentos no plano e sistemas de
coordenadas.

Deve destacar-se também nesse trabalho a importancia
das transformagdes geométricas (isometrias, homotetias), de
modo que permita o desenvolvimento de habilidades de
percepcao espacial € como recurso para induzir de forma
experimental a descoberta, por exemplo, das condigdes para
que duas figuras sejam congruentes ou semelhantes.

Além disso, é fundamental que os estudos do espago e
forma sejam explorados a partir de objetos do mundo fisico, de

19



obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato, de
modo que permita ao aluno estabelecer conexdes entre a
Matematica e outras areas do conhecimento. (BRASIL, 1988,

p.51).

Conforme se pode observar, os PCN enfatizam categoricamente a
importancia do contetido de Geometria, refor¢cando as conclusdes de varias
pesquisas nacionais e internacionais em Educagao Matematica.

Nas orientagdes de “como trabalhar” o bloco Espaco e Forma, no
3°ciclo (5 e 6 séries), os PCN explicam:

Neste ciclo, os alunos reorganizam e ampliam os
conhecimentos sobre Espaco ¢ Forma abordados no ciclo
anterior, trabalhando com problemas mais complexos de
localizagdo no espaco e com as formas nele presentes. Assim é
importante enfatizar as nogoes de diregdo e sentido, de angulo,
de paralelismo e de perpendicularismo, as classificacdes das
figuras geométricas (quanto a planicidade, quanto a
dimensionalidade), as relagdes entre figuras espaciais e suas
representagdes planas, a exploragdo das figuras geométricas
planas, pela sua decomposicdo e composi¢cdo, transformagao
(reflex@o, translagdo e rotacao), ampliagdo e redugdo.

A partir de contextos que envolvam a leitura de guias,
plantas ¢ mapas pode-se propor um trabalho para que os
alunos localizem pontos, interpretem deslocamentos no plano
e desenvolvam a no¢do de coordenadas cartesianas,
percebendo que estas constituem um modo organizado e
convencionado, ou seja, um sistema de referéncia para
representar objetos matematicos como ponto, reta e curvas.
Também ¢ interessante que os alunos percebam a analogia
entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas geograficas.

Ainda neste ciclo, as atividades geométricas centram-
se em procedimentos de observagdo, representagdes e
construgdes de figuras, bem como o manuseio de instrumentos
de medidas que permitam aos alunos fazer conjecturas sobre
algumas propriedades dessas figuras. Desse modo, o estudo do
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espaco e das formas privilegiara a observagao e a compreensao
de relagdes e a utilizagdo das no¢des geométricas para resolver
problemas, em detrimento da simples memorizacao de fatos e
de um vocabulério especifico. Porém, isso nao significa que
ndo se deva ter preocupacao em levar os alunos a fazer uso de
um vocabulario mais preciso.

Outro aspecto que merece atengdo neste ciclo é o
ensino de procedimentos de constru¢ao com régua e compasso
e o uso de outros instrumentos, como esquadro, transferidor,
estabelecendo-se a relagdo entre tais procedimentos e as
propriedades geométricas que neles estdo presentes.

E importante que essas atividades sejam conduzidas,
de forma que mantenha ligagdes estreitas com o estudo de
outros conteudos, em particular com as atividades numéricas,
métricas e com a nogao de proporcionalidade. (BRASIL, 1998,
p-68-69).

Identifica-se, pois, uma preocupa¢do na construgio e significagdo’

de conceitos. Vé-se ainda uma integracdo do conteudo com a Construcio
Geométrica, sendo essa uma abordagem para o estudo das propriedades
geométricas.

r

No mesmo bloco, isto ¢, Espaco e Forma, Conceitos e
Procedimentos, estd o que se espera dos alunos:

o Interpretacdo, a partir de situacdes-problema (leitura de
plantas, croquis, mapas), da posi¢cdo de pontos e de seus
deslocamentos no plano, pelo estudo das representagdes
em um sistema de coordenadas cartesianas.

e Distingdo, em contextos variados, de figuras
bidimensionais e tridimensionais, descrevendo algumas de
suas caracteristicas, estabelecendo relagdes entre elas e
utilizando nomenclatura propria.

7

2 Significagdo de conceitos: dar significado ao conceito. Essa abordagem ¢
contraria aquela em que o aluno “decora” os conceitos, sem entender e sem dar
significado a eles.
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o C(lassificacdo de figuras tridimensionais e bidimensionais,
segundo critérios diversos, como: corpos redondos e
poliedros; poliedros regulares e nao-regulares; prismas,
piramides e outros poliedros; circulos, poligonos e outras
figuras; nimero de lados dos poligonos; eixos de simetria
de um poligono; paralelismo de lados, medidas de angulos
e de lados.

e Composicao e decomposicao de figuras planas.

o Identificacdo de diferentes planificagdes de alguns
poliedros.

e Transformagdo de uma figura no plano por meio de
reflexdes, translagdes ¢ rotagdes e identificacdo de
medidas que  permanecem  invariantes  nessas
transformacdes (medidas dos lados, dos angulos, da
superficie).

e Ampliagdo e redugdo de figuras planas segundo uma razao
e identificag¢do dos elementos que ndo se alteram (medidas
de angulos) e dos que se modificam (medidas dos lados,
do perimetro e da area).

e Quantificagdo e estabelecimento de relagdes entre o
numero de vértices, faces e arestas de prismas e de
piramides, da relagdo desse numero com o poligono da
base e identificagdo de algumas propriedades, que
caracterizam cada um desses sélidos, em fungdo desses
nimeros .

e Construgdo da nogdo de angulo associada a idéia de
mudanga de direcdo e pelo seu reconhecimento em figuras
planas.

e Verificacdo de que a soma dos angulos internos de um
triangulo € 180°.(BRASIL, 1998, p.72-74).

Em Conceitos e Procedimentos para os alunos do 4° ciclo (7 ¢ §?
séries), estdo os que se referem a Espaco e Forma:
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Representagdo e interpretagdo do deslocamento de um
ponto num plano cartesiano por um segmento de reta
orientado.

Secgoes de figuras tridimensionais por um plano e analise
das figuras obtidas.

Analise em poliedros da posi¢do relativa de duas arestas
(paralelas, perpendiculares, reversas) e de duas faces
(paralelas, perpendiculares).

Representacdo de diferentes vistas (lateral, frontal e
superior) de figuras tridimensionais e reconhecimento da
figura representada por diferentes vistas.

Divisdo de segmentos em partes proporcionais ¢
construcdo de retas paralelas e retas perpendiculares com
régua e compasso.

Identificacdo de angulos congruentes, complementares e
suplementares em feixes de retas paralelas cortadas por
retas transversais.

Estabelecimento da razdo aproximada entre a medida do
comprimento de uma circunferéncia e seu diametro.
Determinagdo da soma dos angulos internos de um
poligono convexo qualquer.

Verificagdo da validade da soma dos angulos internos de
um poligono convexo para os poligonos ndo-convexos.
Resolugdo de situagdes-problema que envolvam a
obtencdo da mediatriz de um segmento, da bissetriz de um
angulo, de retas paralelas e perpendiculares e de alguns
angulos notaveis, fazendo uso de instrumentos como
régua, compasso, esquadro e transferidor.
Desenvolvimento do conceito de congruéncia de figuras
planas a partir de transformacdes (reflexdes em retas,
translagOes, rotacdes e composigoes destas), identificando
as medidas invariantes (dos lados, dos angulos, da
superficie).

Verificar propriedades de tridngulos e quadrilateros pelo
reconhecimento dos casos de congruéncia de tridngulos.
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o Identificacdo e construcdo das alturas, Dbissetrizes,
medianas e mediatrizes de um triangulo utilizando régua e
compasso.

e Desenvolvimento da nogdo de semelhanca de figuras
planas a partir de ampliagdes ou reducdes, identificando as
medidas que ndo se alteram (&ngulos) e as que se
modificam (dos lados, da superficie e perimetro).

e Verificagdes experimentais e aplicacdes do teorema de
Tales.

e Verificagdes experimentais, aplicacdoes e demonstracdo do
teorema de Pitagoras. (BRASIL, 1998, p.72-74).

Como se pode observar, esse conteudo sugerido nos PCN ¢ bem
completo e requer um esfor¢o conjunto para ser trabalhado. Nos itens
relacionadas para o 3° Ciclo e para o 4° Ciclo, a Constru¢do Geométrica
pode ampliar as possibilidades de criagdo de imagens mentais relacionadas
a Geometria.

Ensino Médio

Para o Ensino Médio, os PCN destacam que a Matematica “tem um
valor formativo, que ajuda a estruturar o pensamento € o raciocinio
dedutivo, porém também desempenha um papel instrumental, pois ¢ uma
ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas
em quase todas as atividades humanas.” (BRASIL, 2000, p.40).

No PCN+ Ensino Médio, no bloco Geometria e Medidas,
encontram-se outras referéncias a importancia da Geometria e aos
elementos geométricos, suas propriedades e o trabalho com Construcdes
Geométricas como um dos elementos construtores desse conhecimento.

O trecho a seguir traz orientagdes sobre a abordagem do trabalho
com a Geometria.
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Usar as formas geométricas para representar ou
visualizar partes do mundo real é uma capacidade importante
para a compreensdo e construgdo de modelos para resolucao
de questdes da Matematica e de outras disciplinas. Como parte
integrante deste tema, o aluno podera desenvolver habilidades
de visualizagdo, de desenho, de argumentagdo logica e de
aplicag@o na busca de solugdo para problemas.

Parte do trabalho com Geometria esta estritamente
ligada as medidas que fazem a ponte entre o estudo das formas
geométricas ¢ os numeros que quantificam determinadas
grandezas. No entanto, o ensino das propriedades métricas
envolvendo calculos de distancias, areas e volumes é apenas
uma parte do trabalho a ser desenvolvido que ndo pode ignorar
as relacOes geométricas em si.

Para desenvolver esse raciocinio de forma mais
completa, o ensino de Geometria na escola média deve
contemplar também o estudo de propriedades de posigdes
relativas de objetos geométricos; relagdes entre figuras
espaciais e planas em solidos geométricos; propriedades de
congruéncia e semelhanca de figuras planas e espaciais;
analise de diferentes representacdes das figuras planas e
espaciais, tais como desenho, planificagdes e construcdes com
instrumentos. (BRASIL, 2002, p.123).

Pode-se observar ainda que existe uma preocupagdo constante com
a dedugdo, a estruturacdo do pensamento, a resolucdo de problemas ¢ a
comunicacao.

Esse dominio [do conhecimento matematico] passa por
um processo lento, trabalhoso, cujo comeco deve ser
uma prolongada atividade sobre resolug@o de problemas
de diversos tipos, com o objetivo de elaborar
conjecturas, de estimular a busca de regularidades, a
generalizagdo de padroes, a capacidade de
argumentacdo, elementos fundamentais para o processo
de formalizagdo do conhecimento matematico e para o
desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e
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interpretagdo da realidade e de outras areas do
conhecimento. (BRASIL, 2000, p.41-42).

Além disso, tem-se uma preocupagdo com a contextualizacdo (fora
e dentro da propria Matematica) e a interdisciplinaridade dos conceitos
matematicos. Sobre a Geometria especificamente destaca-se:

as habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacao
logica e de aplicagdo na busca de solugdes para
problemas podem ser desenvolvidas com um trabalho
adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as
formas e propriedades geométricas na representacdo e
visualizagdo de partes do mundo que o cerca. (BRASIL,
2000, p.44).

O conhecimento geométrico que se espera que os alunos construam
¢, portanto, complexo, denso e contextualizado, permitindo uma leitura de
mundo e de situagdes. Para que isso acontega, ¢ fundamental a mudanga de
postura: deve-se sair da concepcdo de um conhecimento transmitido para a
de um conhecimento construido.

Sugere-se, a seguir, a leitura de trechos dos PCN.
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< SAIBA MAIS

Parametros Curriculares do Ensino Fundamental de Matematica

BRASIL. Secretaria de Educa¢ao Fundamental. Pardmetros Curriculares
Nacionais: Matematica - 3° e 4° ciclos. Brasilia: MEC/SEF, 1998.
Disponivel em:

<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf>. Acesso em 15
abr. 2016.

Parametros Curriculares do Ensino Médio de Matematica

BRASIL. Secretaria de Educa¢dao Fundamental. Parametros Curriculares
Nacionais: Ensino Médio - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias. Brasilia: MEC/SEF, 2000. Disponivel em:
<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf>. Acesso em 15
abr. 2016.

PCN+ do Ensino Médio - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias

BRASIL, Secretaria de Educacdo Média e Tecnoldgica. PCN+ Ensino
Médio: Orientagdes Educacionais complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais. Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias. Brasilia: MEC/SEF, 2000. Disponivel em:
<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf>. Acesso
em 15 abr. 2016.
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Encerrando o topico

Ha algum tempo, ouvi, em uma palestra, que os professores eram
privilegiados, pois tiveram experiéncia na sua area de atuagdo antes de se
formarem profissionais. Isso lhes permitiu ter outro olhar, além do de
professor. O mesmo ndo acontecia, por exemplo, com um médico cirurgido,
pois ele podia atuar muito tempo sem sofrer uma cirurgia. O professor, com
certeza, s6 se formou professor sendo anteriormente aluno.

Isso deveria ser uma referéncia muito forte para todos nos.

SALA DE AULA

Como foi sua relagdo com a Geometria ¢ Construgdes Geométricas (ou
Desenho Geométrico) no seu percurso escolar (do Ensino Basico ao
Superior)?

Vocé ja parou para pensar como pretende trabalhar esses assuntos?
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CONCEPCOES QUE NOS
NORTEARAOQO

Procurando-se a palavra concepgdo no dicionario, encontra-se: “s.
f. 1. Ato ou efeito de conceber ou gerar (no Utero). 2. Ato de conceber ou
criar mentalmente, producdo da inteligéncia. 3. Fantasia, imaginagdo. 4.
Ponto de vista; opinido” (MICHAELIS UOL).

Assim, para nos, neste topico, concepgdo tem o sentido de ponto de
vista. Portanto, estudando as construgdes geométricas, estamos partindo de
determinado ponto de vista. A questdo ¢: “Qual ponto de vista ou quais
pontos de vista?”.

Ideia (conceito) x representacio

ATENCAO

Neste momento, o propdsito ndo ¢ discutir os entes geométricos primitivos,
mas esclarecer a relagdo conceito x representagdo. Os entes geométricos
primitivos sdo estudados em um dos proximos topicos, onde se abordam os
tracados basicos das Constru¢cdes Geométricas.
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No livro Elementos de Geometria e Desenho Geométrico, José
Carlos Putnoki refere-se aos entes primitivos da seguinte forma:

Sempre que se da a definicdo de um ente [geométrico],
inevitavelmente nela  comparecem  outros, ja
supostamente conhecidos, ja definidos. Assim, a
definicdo de bissetriz s6 pode ser compreendida por
alguém que conheca de antemé@o os conceitos de angulo,
semi-reta, vértice de angulo, e também angulos
adjacentes e congruentes. Ora, as defini¢des desses
outros entes, por sua vez, apoiam-se em outras, também
jé& supostamente estabelecidas, e assim sucessivamente,
formando uma cadeia de conceitos onde cada um deles
s0 pode ser definido a partir de outros que ja o foram
anteriormente. Evidentemente, numa cadeia assim, deve
haver um primeiro conceito que, por ndo existir outro
que o anteceda, ndo pode ser definido. Em Geometria,
ndo ha apenas um, mas sim trés entes que constituem o
inicio dessa cadeia. os quais, justamente por serem 0s
primeiros, s3ao chamados primitivos. Os entes
geométricos primitivos sdo: o ponto, a reta ¢ o plano
(PUTNOKI, 1993, p.11).

Para quem estudou Geometria em varios momentos da vida e ja
possui experiéncia, dizer que esses entes nido sdo definidos e que sdo
aceitos assim ¢ compreensivel. Mas, e quando se vai trabalhar com alunos
do Ensino Fundamental? Para eles ¢ tdo simples assim?

Nesses momentos procura-se fazer uma analogia para tentar leva-
los a entender o que esta sendo apresentando, seja um entre primitivo ou
um conceito. Portanto, ¢ preciso ter cuidado, pois muitos professores
constroem o conceito de forma erronea, confundindo as vezes a
representagdo do conceito com o proprio conceito. Confuso? Acho que nem
tanto!
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Veja o exemplo. O ponto é um elemento primitivo. Para representar
um ponto, podemos usar uma marca numa folha de papel. Se uma pessoa
estiver usando uma lapiseira de grafite 0,5 mm, o ponto vai sair menor que
o ponto de um grafite 0,7 mm ou de um lapis. Num programa de Geometria
Dinamica, como o GeoGebra, o ponto pode ter varias formas, mas todas
representam o ente geométrico ponto.
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Tela do Geogebra com a representacdo de alguns pontos.

Podemos ainda perceber que a representacdo se altera, de acordo
com a midia utilizada: o quadro-negro e giz, papel e lapis ou a informatica.
Muitas vezes, de tanto representar um ente geométrico da mesma forma,
cria-se uma associacao representagao-conceito que é errdnea. Nesses casos
trata-se de uma representagdo prototipica.
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TAREFA

Dé uma paradinha na leitura. Esta atividade é importante para vocé
entender a relagéo representagdo-conceito.

Pegue uma folha e desenhe um tridngulo.

I
Provavelmente, seu desenho se encaixa, no minimo, em um dos
casos listados a seguir:

e Aproximou-se de um triangulo equilatero (os trés lados iguais).
e E um tridgngulo acutangulo (os trés angulos internos sio agudos).
e Um dos lados do tridngulo esté paralelo a borda da folha.

Acertei! As imagens ou representagdes particulares feitas para um
conceito geométrico sdo chamados de imagens prototipicas.
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SAIBA MAIS

Leia o texto do professor Paulo César da Penha apresentado no 16° COLE

na UNICAMP, Campinas/SP. Ele analisa uma atividade desenvolvida com
seus alunos sobre a desigualdade triangular, aparecendo, em varios
momentos, a interferéncia das imagens prototipicas na constru¢do dos
conceitos relacionados ao triangulo.

PENHA, Paulo César da. A desigualdade triangular em diferentes
midias. IN: Anais do 16° COLE. Campina: ALB, 2007. Disponivel em:
<http://alb.com.br/arquivo-
morto/edicoes_anteriores/anais16/sem15dpf/sm15ss08 03.pdf>. Acessado
em: 15 mai. 2012.
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Construciao estatica x Construcao dinamica

Tradicionalmente as construgoes geométricas sao feitas com o uso
de régua ndo graduada e compasso. Mas, como a intengdo € ir além das
construgdes geométricas reproduzidas por meio de roteiro, passo a passo,
vamos aproveitar os demais instrumentos: esquadros e transferidor. A
intengdo ¢ construir um conhecimento geométrico, por isso, mais que fazer
a construcdo ¢ importante discutir a construcao.

Assim, concordo com Jesus (2008, p.76-77), pois entendo que, ao
trabalhar com Construcdes Geométricas, deve-se: (a) mostrar o que se
faz, ou seja, realizar a construgdo geométrica; (b) explicar por que se fez,
ou seja, justificar se a resposta obtida ¢é, de fato, a resposta procurada; (c)
discutir a solugdo verificando o numero de solugdes-problema e analisando
se ele ¢ realmente compativel, se existe apenas uma, se pode haver mais de
uma solugdo e sob quais condi¢des se poderia ampliar ou reduzir o nimero
de solugdes.

As construgdes feitas com estes instrumentos (compasso, régua,
esquadros e transferidor), independentemente da abordagem adotada pelo
professor, t€m em comum a caracteristica de serem construgdes estaticas,
fixas. Com a inser¢do de novas tecnologias no ensino da Matematica,
novos padrdes sdo incluidos. Ao se usarem os programas de Geometria
Dindmica, por exemplo, o Cabri-Géomeétre e o GeoGebra, passa-se a ter
construgdes dindmicas. Cria-se, assim, a possibilidade de arrastar pontos, e,
se a construcdo obedece as propriedades geométricas estabelecidas, ela
pode se deformar, mas continua a ser a solu¢ao desejada.
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Observe as figuras a seguir.

Fig! A Fig. B

As figuras A e B s@o aparentemente iguais. Porém, ao arrastar-se o
ponto A para a esquerda, a figura A se deformou, mantendo as propriedades
do quadrado. E ao se arrastar o ponto H para a direita, a figura B se
deformou, perdendo as propriedades do quadrado.

D C
® ‘

Fig. A Fig. B
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ATENCAO

O fator de diferenca para o processo educativo ndo ¢ apenas o conjunto de
instrumentos usados, mas fundamentalmente a acdo e a postura do
professor.

As Construcoes Geométricas numa abordagem de
resolucao de problemas

As construgdes geométricas podem ser encaradas como verdadeiros
quebra-cabecgas: temos algo a ser construido e as pecas disponiveis sdo
poucas, porém o perfeito arranjo delas pode permitir chegar a solugao.

José Carlos Putnoki, em um dos tdpicos de seu livro, diz que “o
Desenho Geométrico ¢ classificado como desenho resolutivo, pois através
dele, determinam-se respostas precisas para problemas de natureza pratica
ou teorica” (PUTNOKI, 1993, p.9). Podemos entdo, trabalhar com as
construgdes geométricas na perspectiva da Resolugdo de Problemas.
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ATENCAO

O que vamos ver sobre Resolugdo de problemas ¢ um recorte muito pontual
com uma visdo bem simplificada dessa metodologia.

Neste semestre, vocé esta cursando a disciplina Seminario III -Resolugao
e formulacio de problemas como abordagem metodolégica para o
ensino da Matematica, em que sera aprofundado o olhar sobre o assunto.

Um matematico que desenvolveu um trabalho que virou referéncia
na resolugdo de problema ¢ o hingaro George Polya, com o livito A Arte
De Resolver Problemas, em que a solugdo esta dividida em quatro partes:

1. Compreender o problema;

2. Estabelecer um plano;

3. Executar o plano;

4. Fazer o retrospecto da solucdo alcangada.

A ARTE DE
RESOLVER
PROBLEMAS
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A intencdo de estabelecer passos que facilitem a resolugdo de um
problema ndo ¢ a de engessar o processo ou de criar uma formula-padrao,
um algoritmo, a ser seguido, mas sim de ajudar os iniciantes nesta arte a
organizar as informagoes, relaciona-las e direcionar o foco para o
problema.

Na etapa de “Compreender do problema”, deve-se procurar
esmiuga-lo , relacionar os dados fornecidos, destacar o que ¢ pedido,
ordenar as informacgdes, se for possivel, fazer um desenho que ajude a
entender o problema, adotar uma notacao para ser usada durante a busca da
solugdo.

Na etapa “Estabelecer um plano” de acdo ¢ necessario estabelecer
relagdes entre os dados € o problema proposto, buscar solucdes existentes
ou solugdes que se aproximem do problema.

Uma vez estabelecido um plano, ¢ necessario “Executar o plano”.
Em cada passo, deve-se, se possivel, verificar sua validade. Dificilmente se
acerta na primeira tentativa. Assim, durante a execucao, pode-se observar
que o caminho escolhido ndo foi bom, ficando obrigado a retornar a etapa
de planejamento. E importante ficar atento aos erros, pois muitas vezes,
analisando-os, encontramos dicas preciosas para o acerto.

Quando se acha a solugao, faz-se necessario “Fazer o retrospecto da
solucdo alcangada”, recapitulando os passos de solugdo, organizando as
ideias basicas utilizadas e procurar uma validagdo e finalizar o processo, de
preferéncia, por meio de um texto.

Os problemas de Construcoes Geométricas podem ser
apresentados de diversas formas, explorando as propriedades dos elementos
geométricos, suas relagdes com a linguagem geométrica, a linguagem
corrente, a linguagem visual, o pensamento argumentativo € o conceito
geométrico.
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Construcoes Geométricas e as Midias: a estruturacio
do saber mediada pelos instrumentos

Normalmente, o termo midia é entendido como um suporte ou
meio para uma mensagem. Dai ser associado aos meios de comunicagao,
como televisdo, radio ou Internet. Mas, nesta disciplina, usa-se o termo
midia no sentido atribuido por Benedetti (2003, p.11), ou seja, algo que vai
além da simples ideia de suporte. Portanto vamos incorporar ao universo da
midia os elementos materiais (concretos) que estdo a nossa volta, como os
materiais didaticos (calculadora, materiais manipulativos, papel, caneta,
compasso, régua, computador, programas de informatica etc.) e os
elementos mais sutis, como a oralidade e a escrita.

Segundo Borba e Vilarreal (2005) e Borba ¢ Penteado (2005)
forma-se com as midias um coletivo pensante que nos transforma em seres
humanos-com-midia. Assim, 0s pensamentos passam a se reorganizar a
partir desta intera¢do. Com essa abordagem, forma-se um coletivo-pensante
com os instrumentos de trabalho: régua, compasso, transferidor, esquadros
e computador com o software. E preciso, pois, tentar entender a relagio
dessas midias na constru¢gdo do conhecimento matematico, mais
especificamente do conhecimento geométrico.

Para Pais (2006), a “aprendizagem da Matematica envolve o
desafio de elaborar articulagdes entre as dimensoes tedrica e experimental,
valorizando generalidade, abstragdo, particularidade e a materialidade dos
recursos didaticos” (p. 93). Assim, o autor, analisando a influéncia das
midias na aprendizagem de Geometria, apresenta alguns elementos
envolvidos neste processo.

Um deles ¢ o objeto que o autor relaciona com a parte material,
facilmente identificavel no mundo fisico. Pode-se entendé-lo como os
materiais didaticos ou modelos fisicos que podem ser manipulados pelo
aluno, como figuras geométricas recortadas em papeldo. Porém, como o
préprio autor alerta, ndo se pode crer que, pelo simples fato de manipular o
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objeto, o aluno seja capaz de apreender o conceito. Por isso, faz-se
necessaria a intervengdo pedagogica do professor, transformando, assim, o
processo numa experiéncia raciocinada (idem, p.67).

Outro elemento ¢ o desenho, que ¢ classificado pelo autor como
sendo ainda de natureza concreta. Esse recurso didatico representa uma
figura geométrica e pode-se considera-lo como uma representagdao
conceitual mais complexa do objeto, porém ainda concreta. Imaginemos o
desenho de um quadrado ou de qualquer outra figura. Ela é mais complexa
que o recorte da figura, pois ndo € possivel mové-la, senti-la, mas ndo ¢
abstrato. Apesar de o desenho levar a pensar nas propriedades da figura
geométrica que ele representa, como o quadrado, ndo se pode afirmar que
as propriedades estdo garantidas na figura, mesmo porque € praticamente
impossivel ter um angulo de 90° certinho, medidinho, como ¢é necessario.
Ao nos referirmos a introdu¢do da informatica como midia, neste contexto,
podemos mudar algumas caracteristicas do desenho. Usando programas de
Geometria Dinamica, como o GeoGebra, o desenho passa a ser mais do que
a representacdo da figura geométrica, pois incorpora as propriedades da
figura e, por meio do movimento dos pontos, podemos verificar a garantia
de manutencdo dessas propriedades, como a perpendicularidade ou o
paralelismo entre retas, o ponto sobre um objeto, ou a congruéncia de
angulos e/ou segmentos.

Por achar que ¢ um diferencial significativo, acrescento aos dois
elementos propostos por Pais um novo que denomino de desenho dinamico
(ou construg¢do dindmica). A partir da manipulagdo dos objetos, das figuras
e/ou das figuras dinamicas, ¢ possivel criar outro elemento relacionado a
aprendizagem geométrica, a imagem mental. “Se por um lado, tais
imagens estdo mais proximas da abstragdo, por outro lado distanciam-se
dos conceitos pelo seu aspecto subjetivo” (PAIS, 2000, p. 4), faltando,
portanto, a estruturacdo do pensamento dedutivo e a garantia de definigdes
e conceitos. O aspecto subjetivo das imagens mentais é associado a forma
como cada individuo interpreta e se relaciona com suas experiéncias
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matematicas, permitindo que cada um crie sua propria galeria e ainda que
essas imagens sejam continuamente modificadas e depuradas.

Com o estabelecimento de uma relagdo entre os elementos do
objeto, desenho e desenho dinamico (representantes do mundo fisico) e a
imagem mental (representante do mundo abstrato), por meio de uma
experiéncia raciocinada, pode-se construir o conceito geométrico, que sO
passa a ter sentido se tiver um certo formalismo. Explica Pais (1996, p. 71),

¢ evidente que do ponto de vista cientifico, o conceito
ndo pode ser algo susceptivel a modificagdes subjetivas
que permitam diferentes significados. Mas, enquanto
conhecimento € construido pelo homem, existe uma
série de particularidades que acabam determinando
niveis de conceitualizagdo diferentes.

O outro aspecto do conhecimento geométrico ¢ a intuicdo, uma
forma de conhecimento que ndo requer uma dedugdo racional, pois esta no
espirito da pessoa. Ela é “relativa aos conhecimentos acumulados pelo
sujeito portador dessa intuicdo” (PAIS, 2006, p. 101). Um exemplo dessa
forma de conhecimento ¢ o axioma, que, em uma defini¢do geral, ¢
considerado uma verdade evidente por si mesma. Essa forma de
conhecimento tem uma forte ligacdo com a imagem mental. Segundo Davis
e Hersh (1995), a intuicdo “¢ o efeito da mente de certas experiéncias de
actividade ou manipulag@o de objetos concretos (mais tarde, de marcas num
papel ou mesmo de imagens mentais)” (p. 366).

Além da experiéncia e da intuicdo, finalmente, esta a teoria, que se
utiliza dos aspectos conceituais para o convencimento ou verificacdo da
proposigao.
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Partindo desses pressupostos ¢ da estrutura apresentada por Pais
(1996, p. 71-72), apresenta-se a figura com um diagrama interpretativo que
relaciona os trés aspectos do conhecimento geométrico: experiéncia,
intuicdo e teoria. Para o autor, na experiéncia a pessoa usa os objetos € os
desenhos para verificar uma proposi¢do geométrica.
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Encerrando o topico

Fecha-se, mais um topico do nosso curso, esperando que tenham
ficado claras as bases para esta proposta de trabalho da disciplina. Como ¢
“Pratica de Ensino”, a fundamentagdo € muito importante, pois nela esta
apresentada uma forma de pensar o ensino de Geometria ¢ de fazer a ponte
com as Construcoes Geométricas. E estdo fundamentadas as concepgdes
que nos norteiam.

SALA DE AULA

Em uma sala de Ensino Fundamental qual destes instrumentos ¢ o melhor:
0 compasso com a régua, os esquadros, o transferidor ou computador com o
software? Por qué?

I
4

3
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UMA BREVE REVISAO SOBRE
ALGUNS ELEMENTOS DA
GEOMETRIA

ATENCAO

De maneira geral, acreditamos que todos os alunos que estejam cursando
uma licenciatura em Matematica ja tenham estudado Geometria no Ensino
Fundamental e/ou no Ensino Médio. Porém, a experiéncia tem nos
mostrado que se faz necessario revisar, mesmo que de maneira breve,
alguns elementos basicos dessa area.

Alguns dos assuntos que veremos aqui serdo novamente abordados em
topicos mais adiante com um pouco mais de profundidade ou com outro
enfoque.

Todos os elementos geométricos fundamentam-se em trés entes
chamados primitivos que nao possuem defini¢do: o plano, o ponto ¢ a reta.
Comecaremos nossa breve revisdo com eles e depois nos estenderemos
para outros.

Para entendé-los melhor devemos comecar por assumir que eles
ndo existem no plano fisico. O que podemos fazer € uma representacdo ou
uma aproxima¢ao diante da dificuldade de trata-los no plano das
abstragdes. Como afirma o Prof. Jorge Henrique de Jesus Berredo Reis no
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seu material didatico de Desenho Geométrico, “é através de modelos
comparativos que tentamos explica-los” (REIS, 2006, p.9)

Plano

O plano € o ambiente no qual se constroi a geometria e assume-se
que ele ¢é constituido por pontos e retas (PENEIREIRO; SILVA, 2008, 13).
Podemos compara-lo com uma folha de papel ou um tampo de mesa,
porém devemos acrescentar que o plano ¢ infinito. Na geometria
nomeamos o plano com letras gregas minasculas, como o (alfa), B (beta), y
(gama), o (delta) ou A (lambida).

Ponto

O ponto nao tem dimensdo, ndo tem medida. Quando se desenha
um ponto em uma folha, no quadro ou na tela do computador o que se faz ¢
uma representag¢do do ponto. Se ndo entendermos dessa maneira teriamos
pontos grandes, quando sdo feitos no quadro com o giz, € pontos pequenos,
quando sdo feitos na folha com uma lapiseira. Para nomear o ponto usa-se
letra maiuscula, como 4, B, C ou M.

Toda construcdo geométrica comega por um ponto, mesmo que
implicitamente, como quando se enuncia “dado uma reta r”. Ao se usar
programas de Geometria Dinamica esse principio fica mais evidente.

Em Construgdes Geométricas pode-se ter pontos iniciais da
construgdo, pontos sobre um objeto e pontos gerados pela intersecdo de
dois objetos.
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Figura 1°: exemplos de pontos

Na Figura 1 tem-se o ponto B, centro da circunferéncia; o ponto C,
ponto sobre a circunferéncia ou pertencente a circunferéncia; e, os pontos F
e G que sdo pontos na intersecdo da reta com a circunferéncia.

Reta

A reta ¢ um conjunto infinito de pontos. Ela ¢ nomeada por uma
letra mintiscula, por exemplo a, b, r, s ou t. Para se tragar uma reta sdo
necessarios dois pontos. No exemplo da Figura 2 tem-se uma reta s
definida pelos pontos 4 e B.

B
[ B

Figura 2: exemplo de reta

Outra forma de nomear a reta seria explicitando os dois pontos que
pertencem a ela. Ainda no nosso exemplo poder-se-ia dizer a reta AB.

3 Nesse topico do guia usaremos legendas nas figuras para facilitar o
relacionamento do conteido com a mesma. Nos demais topicos, pela
quantidade de imagens, ndo manteremos esse padrao.
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Uma reta r, em um plano a, divide esse plano em dois semiplanos:

Figura 3: exemplo de semiplanos

No exemplo da Figura 3 temos o plano o dividido em dois
semiplanos, a'e a", pela reta AB. O ponto C estd contido no semiplano o"
e o ponto D esta contido no semiplano «o'.

Ao se colocar pontos sobre a reta ou ao se destacar pontos da reta,
passamos a ter subconjuntos dessa reta. A semirreta ¢ um subconjunto da
reta que tem sua origem em um ponto e nao possui um ponto de destino.

A regido de uma reta compreendida entre dois de seus pontos
define outro elemento geométrico: o segmento de reta. Outra forma de se
entender o segmento de reta € como o conjunto de pontos compreendidos
entre os dois pontos extremos.

Figura 4: exemplo de subconjuntos da reta
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Observando a figura 4 e tomando como referéncia o ponto O temos
duas semirretas: (1) a semirreta OA, que pode ser representada OA ;e,
(2) a semirreta OB, que pode ser representada como OB . Além das
semirretas temos alguns segmentos de retas: segmentos AQ, OB e AB que
também podem ser representados como AO , OB e AB

b

respectivamente.
Em relagdo a um mesmo plano, as posi¢des das retas podem ser:

e Paralelas: quando duas retas ndo possuem pontos em comum;

e Coincidentes: quando duas retas possuem mais de um ponto em
comum;

e Concorrentes: quando duas retas possuem um ponto em
comum. As retas perpendiculares sdo um exemplo de retas
concorrentes (o angulo formado entre elas medem 90°).

Angulo
Pode-se definir angulo como a regido do plano compreendida entre

duas semirretas ndo opostas que tém o ponto de origem comum. Assim,
tem-se o angulo interno e o angulo externo.

Figura 5: exemplo de angulos

Tomando como referéncia a Figura 5 tem-se o ponto A4, vértice do
angulo e as semirretas AB e AC, lados do angulo.

49



As notagdes usadas para identificar angulo pode ser: (1) uma letra
grega minuscula (a, B etc.); (2) o ponto do vértice com um acento
circunflexo 2 ; ou (3) os pontos que pertencem aos lados e o vértice,
sendo que o vértice assume a posi¢do central com ou sem o acento

circunflexo: BA\C ou BAC.

Tem-se dois tipos de angulos: (1) o dngulo interno, no nosso
exemplo, o angulo a; e (2) o dngulo externo, no nosso exemplo, o angulo f.

O angulo ¢ classificado de acordo com sua medida:

e Raso: se sua medida ¢ igual a 180°;

e Nulo: se sua medida é igual a 0%

e Reto: se sua medida ¢ igual a 90°;

e Agudo: se sua medida ¢ maior que 0° e menor que 90°;

e Obtuso: se sua medida ¢ maior que 90° € menor que 180°.

Poligonos

Os poligonos s3o figuras geométricas que frequentemente
aparecem nos problemas de construcdes. Por isso, acho valido revermos
algumas de suas propriedades.

Pode-se definir poligono como uma figura fechada, formada por
segmentos de retas, que constituem os lados da figura. O encontro dos
segmentos formam os vértices, os angulos internos e os angulos externos.

Os poligonos sdo nomeados de acordo com o numero de lados. O
quadro a seguir, apresenta alguns poligonos:

Numero de lados | Classificaciao

3 Triangulo ou trilatero

4 Quadrangulo ou quadrilatero
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Pentagono

Hexagono

Heptagono

0| N Dn

Octogéno

Quadro 1: nome dos poligonos.
Fonte: Dolce, Pompeo (1997, p.135)

Sdo elementos dos poligonos: (a) lados; (b) vértices; (c) angulos
internos; (d) angulos externos; e, (e¢) diagonais. Os poligonos sdo
identificados pela sequéncia dos pontos que o formam.

Figura 6: exemplo dos elementos de um poligono

Tomando como referéncia a Figura 6, tem-se o poligono ABCDE
que tem como lados os segmentos de reta AB, BC, CD, DE ¢ AE. Nele,
estdo representadas duas de suas diagonais: BE ¢ BD. Um de seus angulos
internos € o angulo a ¢ um dos seus angulos externos é o angulo P.

Os poligonos podem ser convexo ¢ ndo convexo (concavo). Pode-
se dizer que um poligono € convexo “se, ¢ somente se, a reta determinada
por dois vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais (n-2)
vértices num mesmo semiplano dos dois que ela determina” (DOCE,
POMPEO, 1997, p. 127).
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Figura 7: exemplos de poligonos convexo e ndo convexo (concavo)

Tomando como referéncia a defini¢do acima e a Figura 7 pode-se
afirmar que o poligono ABCDE ¢ um poligono convexo e o poligono
FGHI1J é um poligono ndo convexo (concavo).

Os poligonos convexos podem ser equildteros (quando possuem
todos os lados como mesma medida), equidngulos (quando possuem os
angulos internos com mesma medida), regulares (quando sdo equilateros e
equiangulos) ou irregulares (quando ndo s3o nem equilateros ¢ nem
equiangulos).

FI
B H
C a 0
J
A oD L
E i Tl .

Figura 8: exemplos de alguns poligonos convexos

Baseando-nos na Figura 8 e nas informagdes contidas em cada um
dos poligonos podemos afirmar que o poligono ABCDE ¢ um poligono
convexo irregular (ou nao regular), que o poligono HIJKL ¢ um poligono
equilatero (observe as marcas idénticas sobre os seus lados) e que o
poligono MNOPQ é um poligono regular (observas as marcas sobre seus
lados e em seus angulos internos).
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ATENCAO

Nas Construgdes Geométricas ndo podemos nos basear na ‘“aparéncia
visual” dos objetos. Quando fazemos uma construgdo, para afirmar algo
sobre ela, ¢ necessario justificar, provar ou demonstrar que as propriedades
que estamos afirmando sdo verdadeiras matematicamente.

Circunferéncia

A circunferéncia pode ser definida como

o conjunto de pontos de um plano cuja distancia a um
ponto dado desse plano ¢ igual a uma distancia (ndo
nula) dada. O ponto dado é o centro e a distancia ¢ o
raio da circunferéncia (DOLCE, POMPEO, 1997,
p-147).

Frequentemente, alunos confundem circunferéncia com circulo.
Por isso, aproveitaremos para vermos, também, a defini¢do de circulo.

Circulo (ou disco) é um conjunto dos pontos de um
plano cuja distancia a um ponto dado é menor ou igual a
uma distancia (ndo nula) dada. (...) O circulo ¢ a
reunido da circunferéncia com seu interior (DOLCE,
POMPEO, 1997, p.149).

Alguns elementos da circunferéncia estdo ilustrados na Figura 9, a
seguir.
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Figura 9: exemplos de elementos de uma circunferéncia.

O ponto 4 € o centro da circunferéncia. O segmento AD ¢ um dos
raios da circunferéncia e o segmento EF ¢ uma de suas cordas. A maior
corda de uma circunferéncia ¢ aquela que passa pelo seu centro e ¢
chamada de didmetro. O diametro divide a circunferéncia em duas

semicircunferéncias. Na Figura 9, o diametro ¢ representado pelo
segmento CB.

Tomando-se dois pontos pertencentes a circunferéncia e que ndo
sejam os extremos de um didmetro, na Figura 9 podemos tomar os pontos

P .

D e B, tem-se (1) o arco menor DB ( DB ) que ¢ a reunido dos pontos

D, B e todos os demais pontos da circunferéncia que estdo no interior do
) A . o<

angulo DAB; e, (2) o arco maior DB ( DB ) que € a reunido dos D, B e

todos os pontos da circunferéncia que estdo no exterior do angulo DAB.

E importante relembramos também as posi¢des de algum objetos
geométricos em relagdo a circunferéncia.

Se tomarmos duas circunferéncias elas podem estar, uma em
relagdo a outra: (1) internas (sem ter pontos em comum); (2) internas e
tangentes (tendo apenas um ponto em comum); (3) secantes (tendo dois
pontos em comum); (4) externas e tangentes (tendo apenas um ponto em
comum); e, (5) externas (sem ter pontos em comum). Essas posicdes
relativas esto ilustradas na figura 10.
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Figura 10: exemplos de posigdes relativas de duas circunferéncias.

Posi¢des semelhantes podem ocorrer entre uma circunferéncia e

uma reta e uma circunferéncia e um segmento de reta, porém nesse ultimo

dependendo do seu tamanho e do raio da circunferéncia pode-se ter apenas

um ponto de interse¢do sem que ele seja o ponto de tangéncia.

Lugar geométrico

Existem

A expressdo (muito antiga) lugar geométrico, nada mais
€ que um conjunto de pontos e, para definir tal conjunto,
devemos enunciar uma propriedade que esses pontos
devem ter. Se essa propriedade ¢ p, o conjunto dos
pontos que possuem p ¢ o lugar geométrico da
propriedade p. (WAGNER, 2009, p.16)

alguns lugares geométricos que sdo usados

recorrentemente nas construgdes geométricas, por isso, o estudo de suas
propriedades tornam-se importantes.

Circunferéncia

O lugar geométrico dos pontos que estdo a uma igual
distancia de um ponto dado € a circunferéncia que tem
centro nesse ponto e raio igual a uma distincia dada
(PUTNOKI, 1993, p. 67).
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Portanto, qualquer ponto pertencente a uma circunferéncia, esta a
mesma distancia do centro. Se unirmos qualquer ponto pertencente a
circunferéncia com o ponto que ¢ o centro da circunferéncia teremos um
dos raios da circunferéncia, como vimos anteriormente.

No exemplo da Figura 11, temos uma circunferéncia ¢ de centro O.
Os pontos A, B, C, D ¢ E pertencem a circunferéncia. Os segmentos OA,
OB, OC, OD ¢ OE sao congruentes (tém a mesma medida), pois sdo raios
da mesma circunferéncia.

A

Figura 11: exemplos de raios de uma circunferéncia

Em Construgdes Geométricas, o instrumento que traga
circunferéncias ¢ o compasso.

Uma técnica muito usada para transportar medidas de segmento de
reta ¢ fazer a abertura do compasso na medida do segmento e depois criar
uma circunferéncia (ou parte dela) no local desejado.

Exemplo de construcio: Dado um segmento de reta OP criar um
triangulo ABC equilatero de lado OP.
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Compasso

1) Abrir o compasso na medida OP. |2) Marcar um ponto 4 qualquer e
tragcar uma circunferéncia ¢ com
centro em A e raio OP.

(%

o] P 0 P
— —_—

compasso

3) Marcar um ponto B sobre a 5) Unir os pontos 4, B ¢ C por
circunferéncia ¢ e com a mesma segmentos de retas.

abertura de compasso.

4) Tragar, com a mesma abertura de
compasso, uma circunferéncia d
com centro em B (ou tragar uma
circunferéncia d com centro em B e
que passe por A)

Mediatriz

“O lugar geométrico dos pontos que equidistantes de dois pontos A
e B dados ¢ a mediatriz do segmento AB” (PUTNOKI, 1993, p. 71), ou
ainda segundo Wagner (2009, p. 18) “a mediatriz de um segmento AB ¢é a
reta perpendicular a AB que contém o seu ponto médio”.
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Na Figura 12, a seguir, a reta r ¢ a mediatriz do segmento AB.
Todos os pontos sobre essa reta (por exemplo, C, D, F, G ¢ M) estdo a
mesma distdncia dos pontos 4 e B. Assim, os segmentos AC=BC, os
segmentos AD=BD, os segmentos AF=BF, os segmentos AGEBG ¢ 0s
segmentos AM=BM.

Observe que o ponto M ¢ a intersecdo da reta r, mediatriz de AB,
com o segmento AB, ou seja, ele pertence ao segmento AB e a reta . Ele &
o ponto médio de AB.

Figura 12: mediatriz do segmento AB

Exemplo 1 de construcio: Dado um segmento de reta OP tragar
sua mediatriz e achar seu ponto médio.
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1) Tragar uma circunferéncia ¢ com
centro em O e raio OP (uma outra
forma de escrever seria tragar uma
circunferéncia ¢ com centro em O e
que passe por P).

2) Tragar uma circunferéncia d com
centro em P e raio PO (uma outra
forma de escrever seria tracar uma
circunferéncia d com centro em P e
que passe por O).

3) Marcar os pontos 4 e B nas
intersegdes das circunferéncias ¢ e
d.

A d

il

4) Unir por uma reta ¢ os pontos 4 e
B. Essa é a mediatriz do segmento
OP.

5) Marcar o ponto M na interse¢ao
da reta  com o segmento OP. Esse ¢

ponto médio de OP.
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PARE E PENSE

Vocé observou que nessa construgdo os elementos-chaves foram as
circunferéncias de mesmo raio. Como vocé justificaria essa construgdo a
partir o lugar geométrico circunferéncia?

I
Para garantir a equidistancia de seus pontos com os extremos do

segmento a mediatriz, obrigatoriamente, tem que formar um angulo de 90°
com o segmento de reta.

Entdo, a mediatriz tem propriedades importantes que a tornam
chave para varias construgoes:

1) Perpendicularidade: sempre que precisamos tracar uma reta
perpendicular a uma reta ou a um segmento.

2%) Conter os pontos equidistantes de dois pontos: sempre que
precisamos de construgdes que precisam dessa propriedade (construgdo de
paralelogramos, tridngulos isosceles, trapézios isosceles etc...) e de
tracarmos o ponto médio (dividir um segmento em 4 partes).

Bissetriz

Lugar geométrico dos pontos equidistantes de duas retas
concorrentes, @ e b, constitui um par de retas
perpendiculares, as quais contém as bissetrizes dos
angulos determinados por a ¢ b (PUTNOKI, 1993, p.
84).

A Figura 13, a seguir, ilustra essa definicao.
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Figura 13: bissetrizes dos angulos formados pelas retas a ¢ b

Nas construgdes geométricas € muito comum o aluno tomar a
distancia da bissetriz as retas que formam o 4angulo sem ser
perpendicularmente a essas retas.

Observe a Figura 14. O angulo o, formado pelas semirretas AB e
AC ¢ dividido ao meio pela reta ¢, sua bissetriz. O ponto P, pertencente a
reta ¢, € equidistante das duas semirretas.

ATENCAO

A distancia do ponto P & semirreta AB ¢ do ponto P a semirreta AC ¢
sempre feita perpendicularmente as semirretas passando pelo ponto P.

A expressao “distancia de um ponto a uma reta” (semirreta ou segmento de
reta) sempre se refere “a menor distancia” e sempre ¢ feita tomando-se a
reta perpendicular a reta referenciada e que passa pelo ponto.
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Figura 14: bissetriz de um angulo

SAIBA MAIS

Caso vocé tenha duvidas ou necessite relembrar outros conceitos sugiro
como leitura complementar:

+ Fundamentos da Matematica Elementar — volume 9 - Geometria.
Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeo. Editora Atual.

» Fasciculo Geometria basica — CEDERJ — volume 1 — modulo 1.
Dirceu Uesu Pesco e Roberto Geraldo Tavares Arnaut.

» Fasciculo Geometria basica — CEDERJ — volume 1 — modulo 1.
Edson Luiz Cataldo Ferreira, Francisco Xavier Fontenele Neto e
Isabel Lugao Rios.
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ELEMENTOS BASICOS: DAS
DEFINICOES AS PRIMEIRAS
CONSTRUCOES

A Matematica ¢ conhecida como uma ciéncia que ndo permite
dupla interpretagdo. Por isso, comega-se definindo os elementos basicos,
para, a partir deles, ir estruturando a discussdo. Vamos adotar essa
estratégia e definir alguns elementos basicos para nosso trabalho. Além
disso, vamos conhecer os instrumentos que utilizaremos ¢ comegar a fazer
algumas construcdes com eles.

Os entes geométricos

Entes geométrico sdo os “seres que habitam o mundo geométrico”
(PUTNOKI, 1993, p. 11). Vocé ja conhece esses entes, no minimo, pela
breve revisdo que fizemos no capitulo anterior. Vamos revé-los, porém
inserindo-os dentre de um contexto mais pratico na nossa disciplina,
associando-os as construgdes e ao uso dos instrumentos que utilizaremos.

Ponto

E considerado um ente primitivo, ou seja, ndo é necessario defini-
lo. Mesmo assim, Euclides (1944, p.4) o define como aquele que ndo tem
partes ou o que ndo tem grandeza. Sua representacdo pode ser uma marca
feita com a ponta do 14pis numa folha de papel.
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Em uma construg@o geométrica, pode haver alguns tipos de pontos:

* Ponto livre: ¢ aquele que pode ser colocado em qualquer
lugar do plano (toda constru¢do inicia-se com um ponto
livre).

* Ponto sobre o objeto: ¢ aquele que possui a propriedade
de estar sobre um objeto ou ente geométrico. Por exemplo:
ponto sobre uma reta, ponto sobre uma circunferéncia,
ponto sobre um segmento de reta etc.

* Ponto na intersec¢io: ¢ aquele que ¢ marcado na interse¢ao
de dois ou mais entes geométricos. Por exemplo: na
intersecdo de duas retas, de uma circunferéncia com um
segmento de reta etc.

Esses tipos de pontos tornam-se muito importantes, quando se
fazem constru¢des em programas de Geometria Dindmica, como o
Geogebra.

Reta, semirreta e segmento de reta

A reta, outro ente primitivo, € conceituado por Euclides (1944, p.4)
como sendo o que tem comprimento sem largura.

Nas constru¢des geométricas, a reta ¢ definida por dois pontos e
estende-se ao infinito, por isso ndo se pode medir seu comprimento.

A semirreta* inicia-se num ponto e passa pelo segundo, estendendo-
se ao infinito. Portanto, assim como a reta, nao é possivel determinar seu
comprimento.

4 Pelo Acordo Ortografico, passou-se a escrever semirreta, antes se escrevia
semi-reta. Quando estivermos transcrevendo textos de outros autores ou
quando estivermos nos referindo a menus do GeoGebra, usaremos a grafia dada
originalmente (semi-reta) .
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O segmento de reta ¢ um “pedaco” de reta compreendido entre dois
pontos, podendo, assim, ser medido.

Circulo, circunferéncia e arco

Segundo Euclides,

Circulo ¢ uma figura plana fechada por uma so linha, a
qual se chama circunferéncia: de maneira que todas as
linhas retas, que de um certo ponto existente no meio da
figura, se conduzem para a circunferéncia, sdo iguais
entre si.

O dito ponto se chama centro do circulo.

Didmetro do circulo é uma linha reta, que passa pelo
centro, € que se termina por ambas as partes na
circunferéncia.

r

Semicirculo ¢ uma figura compreendida entre o
didmetro e aquela parte da circunferéncia do circulo,
que ¢ cortada pelo didmetro. (EUCLIDES, 1944, p.5).

O arco ¢ uma parte da circunferéncia compreendida entre dois
pontos.

Nas constru¢des geométricas, 0 compasso ¢ o instrumento de tragar
circunferéncia. A propriedade de manter a mesma distancia do centro aos
pontos que compdem a circunferéncia ¢ muito Util quando se fazem as
construcoes.
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Angulo

Podem-se encontrar varias defini¢des para angulo, dependendo do
ponto de analise: retas ou regido do plano. Vamos assumir a defini¢do
encontrada no livro Fundamentos da Matematica Elementar -
Geometria Plana: “[...]Jchama-se angulo a reunido de duas semirretas de
mesma origem, ndo contidas numa mesma reta (ndo colineares)” (DOLCE,
POMPEO, 2005, p. 20).

= SAIBA MAIS

Para avivar a memoria, leia, no livro do CEDERJ Geometria Basica,

volume 1, médulo 1, a Aula 1 — Nog¢des elementares.

Nossos instrumentos

Normalmente, em livros ¢ aulas de Constru¢oes Geométricas so
se permite usar o compasso ¢ a régua. O primeiro, para tracar
circunferéncias e arcos, e a régua, para tracar retas. A partir desses
elementos, sdo feitas todas as construgdes.

Como foi dito anteriormente, nosso objetivo ¢ usar as Construcdes
Geométricas para a construcdo do conhecimento geométrico. Por isso,
vamos incorporar o transferidor (para medir angulos), os esquadros e o
computador com o programa Geogebra.
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Formas de uso

Como j4 foi dito, a régua ¢ usada basicamente para o tracado de
retas. Como vamos trabalhar também com esquadros, ela, em alguns
momentos, servira de apoio a eles.

No tragado de retas, devem-se tomar alguns cuidados:

e 0 lapis deve ser puxado, e nao empurrado;

e o grafite do lapis deve ficar o mais proéximo possivel da guia da
régua;

e 0 lapis deve estar sempre bem apontado, pois isso melhora a
precisdo do desenho.
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Neste curso, usamos os esquadros como uma forma de ganhar
tempo de construcdo e também de criar outras experiéncias, explorando
suas propriedades.

Normalmente sdao dois e possuem medidas diferentes de angulos:
um possui um angulo de 90° e dois angulos de 45°, o outro, um angulo 90°,
um angulo de 60° e um angulo de 30°.

(D30°

O é B Oe0°

45° 45° 90°

A seguir, veja alguns exemplos de tragados de retas usando os
esquadros e régua.
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Retas paralelas

O transferidor permite tracar ou marcar angulos. Com ele podemos
explorar diversas construgdes a partir das propriedades vinculadas a essas
medidas.

Vale lembrar que, para trabalhar com o transferidor, deve-se usar
uma reta suporte como referéncia e o vértice do angulo deve estar sobre a
marca de referéncia do centro do transferidor.
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O compasso, ¢ sem davida, o grande “ator” em nossa “peca”.
Como ja foi dito, sua funcdo basica € tracar circunferéncia. Mas, a partir
dessa propriedade, recebe uma série de fungdes, como transportar medida
de segmento e de angulo.

O compasso possui duas pontas: a ponta seca, responsavel por fixa-
lo no papel, ¢ o centro de giro; a outra ponta com o grafite, lapis ou caneta,
¢ responsavel por fazer a linha.

Ponta com

Ponta seca grafite
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Algumas construcdes basicas com uso de midias

ATENCAO

» Nestas constru¢des, vamos utilizar os passos da heuristica de
George Polya para resolug@o de problemas.

» Na execugdo das construgdes, vamos usar esquadros e régua e, em
seguida, o software GeoGebra. Dessa forma, vamos fazer um
paralelo entre as construgdes nessas midias.

1) Dado um segmento AB, achar o ponto médio,
utilizando esquadro e régua.

Vamos comegar pelos passos da heuristica de Polya:

a) Compreender o problema:

E dado um segmento de reta e, usando régua e esquadro, deve-se
achar seu ponto médio.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

(1) O ponto médio de um segmento divide-o em dois outros de
mesmo valor.

(2) O ponto médio de um segmento pertence a uma reta
chamada mediatriz do segmento, que tem a propriedade
de conter todos os pontos que equidistam dos pontos
extremos do segmento.
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(3) A mediatriz de um segmento forma com ele um angulo
de 90°.

(4) Os angulos formados entre os segmentos de reta que unem
os pontos extremos do segmento aos pontos pertencentes a
mediatriz sdo congruentes. Portanto um bom plano € tragar
dois pares de semirretas (4C e BC; AD e BD), sendo que
os angulos BAC e ABC sao congruente, assim como 0s
angulos BAD e ABD.

¢) Executar o plano:

73



X

d) Fazer o retrospecto da solucio alcancada:

1) Tragou-se uma semirreta, partindo de B, que formou um
angulo de 60° com AB. Repetiu-se a operagdo, partindo do
ponto A.

2) Marcou-se o ponto C na interse¢do das duas semirretas.
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3) Tragou-se uma semirreta, partindo de B, que formou um
angulo de 45° com AB. Repetiu-se a operagdo, partindo do
ponto A.

4) Marcou-se o ponto D na interse¢do das duas semirretas.

5) Uniram-se por reta os pontos C ¢ D. Essa reta ¢ a mediatriz
do segmento AB.

6) Na intersecao da reta CD com o segmento 4B, marcou-se o
ponto M, que ¢é o ponto desejado.

A justificativa para a construcdo foi apresentada no passo b da
heuristica: o ponto médio de AB pertence a mediatriz do segmento AB, que
possui a propriedade de conter os pontos que equidistam dos pontos 4 e B.
O tracado da mediatriz foi garantido pelo uso dos mesmos angulos para os
pares de semirretas que partem dos pontos A e B.

2) Dado um segmento AB, achar seu ponto médio,
utilizando o software GeoGebra e simulando o uso dos
esquadros e da régua

ATENCAO

Apesar de saber que o GeoGebra possui uma quantidade muito grande de
ferramentas, nesta constru¢ao nos limitaremos ao uso das ferramentas que
simulam os esquadros ¢ a régua.
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QUADRO DE EQUIVALENCIA ENTRE “ESQUADROS E
REGUAS” E AS FERRAMENTAS DO GEOGEBRA

INSTRUMENTOS USO FERRAMENTA DO GEOGEBRA
/-" Reta definida por dois
! pontos
Construir
retas, . . .
Régua semirretas e ./’ Semirreta definida por dois
pontos
segmentos v
de reta
./,- Segmento de reta definido
| por dois pontos
Marcar os .
angulos de ® | Angulo com amplitude
Esquadros 30°, 60°, 45° -’-l“.v fixa
e 90°

Usamos também estas ferramentas do GeoGebra:

Novo ponto Intersecdo de dois objetos
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1) Criar um segmento de reta AB

2) Clicar no ponto 4, com a
ferramenta Angulo de
amplitude fixa ativada.
Clicar, em seguida, no ponto
B, vértice do angulo. Digitar
60°, na janela de medida do
angulo, e escolher o sentido
horario (clockwise).

3) Unir, por semirreta, usando
a ferramenta Semi-reta
definida por dois pontos
ativada, os pontos B ¢ C. Em
seguida, ocultar o ponto C.

[@GeoGebra

Arguivo  Editar  Exibir  Opges Janela  Ajuda
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4 Objetos livres x

G R=(A.6,2.6)

Lo B=(25,2.6)

4 Objetos dependentes
L@ C={105875
peldas=7a

L@ g=60°

| 1 Objetos auxiliares

A

Modo: i\mguln com amplitude fixa

x:y=1:1

|g Entrada: | IZ”E ICamanda .

|

[@GeoGebra

Arquivo  Editar Exibir  Opgdes Janela  Ajuda
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] el

- jetos lvres

LG R=(4.6,2.6)

LG B=(25,2.6)

4 Objetos dependentes
L0 C=(-1.05,8.75)

o @a=71

P be6.15% - 3.55y =24
Lo @ oo=60"

| ] Ohjetos auxiliares

4

]

Modo: Mover

g Entrada: ||

IZI IE ICamanda .
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4) Clicar, a ferramenta
Angulo de amplitude fixa
ativada, o ponto B e, em
seguida, no ponto A, vértice
do éangulo. Na janela de
medida do angulo digitar 60° ¢
escolher o sentido anti-horario
(counter clockwise).

5) Unir, por semirreta, usando
a ferramenta Semi-reta
definida por dois pontos
ativada, os pontos 4 ¢ D. Em
seguida, ocultar o ponto D.

[@)GeoGebra
Arquivo  Editar Exibir  Opgdes Janela  Ajuda
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x ki
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G R=(A.6,2.6)
L3 B=(25,2.6) D
4 Ohjetos dependentes
O C=(-1.05,8.75)
L@ D={-1.05,8.75)

o @a=71

o @ b -6.15% - 3.95y = -24
@ =60

L@ B=60°

| 1 Objetos auxiliares

£

4 | &

Moda: Mover x:y=1:1
g Entrada: || IZI L34 ICamanda . L”
[@GeoGebra =10l
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@ b:-6.15% - 3.55y = -24
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@ =60 c
LG B=60°

| 1 Objetos auxiliares

4 [ &

Modo: Mover

g Entrada IE IE ICnmandn
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6) Cllcar’ Com a ferramenta Arquivo  Editar  Exibir Opgdes Janela  Ajuda
Iqtersegao de d(.)lS objetos &) >c] ] ./J ol ‘l-vJ ) ‘ & S
ativada, nas semirretas para —

z jetos livres
marcar o ponto E, na -
interse¢do das duas. Sy

G B=(25,26)
O D=(-1.05,8.75)

.
.
=

ABC
el

e a=74
@ b 6.15% - 355y =24
W oo 6.15% + 3.55y =37
oo @ o=60°

L@ p=60°

| | Ohjetos auiliares

4 [ &

Moda: Mover x:y=1:1

|g Entrada | IZ”E IComanda . L”

7) Repetir os itens de 2 a 6, == ‘ Sl=F

Arguivo  Editar  Exibir  Opges Janela Ajuda
. o -
informando o valor de 45° para N = /J @ ‘%J X ABCJ‘ N T

os angulos. = —
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4 Ohjetos livies -
P A=(-46,2.6)

LG B=(25,2.6)

4 Objetos dependentes
O €=1(-1.05,8.75)

© D={(-1.05,8.75)
1.05, 8.75)

O F=(-2.52,7.62)

O 6=(0.42, 7.62)

@ H=(-1.05,6.15)
“a=71

@ b:-6.15% - 3.55y =
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@ o=60°

Moda: Mover x:y=1:1

|g Entrada | IE o> ICnmandu L”

79



8) Unir por reta os pontos E ¢
H (pontos gerados
respectivamente pela
interse¢do das semirretas do
angulos de 60° e das
semirretas dos angulos de
45°).

9) Clicar, com a ferramenta
Intersecio de dois objetos
ativada, na reta EH e no
segmento AB para marcar o
ponto 7, na intersegdo desse
dois elementos.

O ponto 7 ¢ o ponto médio de
AB.

[@)GeoGebra

Arguivo  Editar  Exibir  Opgdes Janela Ajuda
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O D =(-1.05,8.75)
@ E=(-1.05,8.75)
F=(-2.52,7.62)
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1.0, 6.15)
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& b:-6.15x% - 3.55y =
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9 Rx=-105 P
@ u=60°

..... e -
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@ 0 =h0° bt
| I _»l_I

Modo: Intersegdo de dois objetos

‘g Entrada. | IEIE Icumamdu .

Vocé deve ter observado que, com o GeoGebra, conseguimos
reproduzir a forma de trabalhar com os esquadros e régua ou nos

aproximamos bastante dela.

Mesmo usando outra midia e, consequentemente, mobilizando
outros conhecimentos, os elementos geométricos envolvidos na construgao
e a justificativa para os usos sao 0s mesmos.
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PARE E PENSE

1.

Como vocé faria essa construgdo utilizando somente uma régua e
um esquadro que possui os angulos de 45° e 90°?

E usando uma régua e o transferidor?

3) Dado um segmento AB, achar o ponto médio,
utilizando régua e compasso.

b)

Vamos retornar a heuristica de Pélya:

Compreender o problema:

E dado um segmento de reta e, usando régua e compasso, deve-se
achar o ponto médio.

Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

1) O ponto médio de um segmento divide o segmento em dois
de mesmo valor.

2) O ponto médio de um segmento pertence a uma reta
chamada mediatriz do segmento, cuja propriedade ¢ conter
todos os pontos que equidistam dos pontos extremos do
segmento.

3) O compasso ¢ usado para tragar circunferéncias.
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4) A circunferéncia tem a propriedade de manter a mesma
distancia do seu centro aos pontos que a formam ;

5) Duas circunferéncias de mesmo raio que se interceptam,
gerando dois pontos, apresentam a mesma distdncia desses
pontos aos centros.

¢) Executar o plano:

1) Criar, com centro no ponto
A, uma circunferéncia que
passe pelo ponto B (raio AB).
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2) Criar, com centro no ponto
B, uma circunferéncia que
passe pelo ponto A (raio AB).

3) Marcar os pontos C e D
nas interse¢oes das
circunferéncias.



4) Unir por reta os pontos C
e D . Na interse¢do dessa reta
com o segmento AB, marcar
o ponto E, que € ponto médio
de AB.

D

d) Fazer o retrospecto da solucio alcancada.

A retrospectiva da solucdo foi incorporada na execugdo da etapa c
citada anteriormente.
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4) Achar o ponto médio de um segmento AB, dado,
utilizando o software GeoGebra, simulando o uso do
compasso e da régua.

ATENCAO

Novamente nos limitamos ao uso das ferramentas do GeoGebra. Desta vez,
utilizando aquelas que simulam o compasso ¢ a régua.

QUADRO DE EQUIVALENCIA ENTRE O “COMPASSO” E

AS FERRAMENTAS DO GEOGEBRA

INSTRUMENTO USoO FERRAMENTA DO GEOGEBRA
@ Circulo definido pelo centro
|| eum de seus pontos
Construir o
Compasso circunferéncia LM'J_J Compasso
S € arcos. -
‘1 Arco circular, dado o centro
. i C dois pontos




Apesar de

existirem

outras

ferramentas

relacionadas

a

circunferéncia, damos mais énfase a essas. A medida que vocé for tendo

mais dominio do GeoGebra, deve experimenta-las, mas sempre lembrando
que é importante saber por que esta usando determinada ferramenta.

1) Criar um segmento de reta
AB

2) Criar, com a ferramenta
Circulo definido pelo
centro e um de seus pontos
ativada, uma circunferéncia

¢ com centro em A, que passe
pelo ponto B (raio AB).

@ GeoGebra
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3) Criar, com a ferramenta
Circulo definido pelo
centro e um de seus pontos
ativada, uma circunferéncia
d com centro em B que passe
pelo ponto A4 (raio AB).

4) Clicar, com a ferramenta
Intersecio de dois objetos
ativada, nas circunferéncias

c e d, para criar os pontos C ¢
D em suas intersegoes.

[@Geosebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Janela Ajuda

=lalx|
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vl el |
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5) Unir por reta os pontos C
e D (pontos gerados
respectivamente pela
intersecao das
circunferéncias c ¢ d).

6) Clicar, com a ferramenta
Intersecio de dois objetos
ativada, na reta CD e no
segmento AB para marcar o
ponto E, na interse¢do desses
dois elementos.

O ponto E ¢ o ponto médio
de AB.

[@Geosebra
Arguiva Editar Ewibir Opgéies Janela Ajuda
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5) Dado um segmento MO, diagonal menor de um
losango, construir o losango MNOP cuja a diagonal maior
seja 2xMO, utilizando compasso e régua.

Vejamos a heuristica de Polya.

a) Compreender o problema:

E dado um segmento de reta, que é a diagonal menor de um
logando, e, usando compasso e régua, deve-se construir um losango
cuja a diagonal maior é o dobro da diagonal menor.

b)Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

1) Losango ¢ um paralelogramo que
e possui 0s quatro lados com a mesma medida;

e  possui 2 diagonais (diagonal maior e diagonal
menor) perpendiculares que se cruzam nos
pontos médios.

2) A diagonal maior esta sobre a mediatriz da diagonal
menor.
3) Considerando a diagonal menor como raio de uma

circunferéncia, pode-se afirmar que o diametro ¢ o
dobro da diagonal menor.
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c¢)Executar o plano:

1) Tragar a mediatriz do
segmento MO.

ATENCA

As circunferéncias estdo em
tracejado para facilitar a
visualizag@0 nas proximas
figuras.

2) Marcar o ponto C na
intersecdo do segmento MO
com sua mediatriz.
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3) Abrir o compasso com a
medida de MO e tragar uma
circunferéncia com centro
em C e raio MO.

4) Marcar os pontos N e Pna
intersecao da circunferéncia

com a mediatriz do segmento
MO.
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5) Unir por segmento de reta
os pontos M, N, O ¢ P.O
segmento /VP ¢ a diagonal
maior do losango construido.

d) Fazer o retrospecto da solucdo alcancada.

A retrospectiva da solugdo foi incorporada nas etapas b e c citadas
anteriormente.
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ATENCAO

No GeoGebra ha uma ferramenta chamada Poligono que ¢ usada para
construir poligonos a partir dos vértices. Ela ¢ usada em alguns exercicios
de autocorregdo propostos neste curso.

INSTRUMENTO USoO FERRAMENTA DO GEOGEBRA
Construir
, poligonos a ,
Régua partir dos I::.n Poligono
vértices. T"r

Vocé precisa praticar um pouco mais, para ganhar confian¢a na
manipulacdo desses instrumentos. Por isso, estou lhe propondo alguns
exercicios.

TAREFA

Exercicios de construgao usando esquadros, régua,
compasso e GeoGebra

Orientacoes
e Para cada construgdo proposta, vocé deve usar as seguintes
midias: (1) compasso, régua e/ou esquadro conforme
indicado no enunciado; (2) Geogebra simulando compasso,
régua e/ou esquadros. Portanto, para cada exercicio, vocé
deve fazer duas construgdes.
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Quando nao houver a explicitagdo dos instrumentos a serem
usados na construgdo, deve-se usar somente compasso €
régua. E, na constru¢do com o GeoGebra, devem-se simular
esses instrumentos.

Para cada constru¢@o, usando esquadro e régua, e compasso e
régua, faca um texto aplicando a heuristica de resolugdo de
problema proposta por Polya , exemplificada nas construgdes
anteriores. Lembre-se de que o principal objetivo de se usar
essa estratégia ¢ ajuda-lo a estruturar a solucdo e organizar o
conhecimento mobilizado e construido.

O termo “em posi¢do” significa que a constru¢do pode se
iniciar, por exemplo, com uma folha onde esse elemento “em
posi¢do” ja esta desenhado. E a partir dele que se comega a
construcdo. Para usar o GeoGebra, vocé deve comecar
colocando esse elemento na area de construgdo, ou seja, ¢ o
primeiro elemento da sua construcao. Algo parecido acontece
quando, no enunciado da construcdo, aparece o termo “dado
um segmento”, “dado um ponto” ou “dado um ponto e uma
reta”.

1) Dados uma reta » ¢ um ponto C, pertencente a reta, tracar
uma reta s perpendicular a reta r passando pelo ponto C.

2) Dados uma reta r ¢ um ponto C, ndo pertencente a reta,
tracar uma reta s perpendicular a reta r passando pelo
ponto C.

3) Dado um segmento de reta AB, tracar uma reta r
perpendicular ao segmento reta AB passando pelo ponto B,
extremo desse segmento.

4) Sendo dados a reta AB e um ponto C fora dela, achar o
achar o ponto C’ simétrico de C em relagdo a reta AB (C' é
tal que a reta AB ¢ a mediatriz do segmento CC").
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5) Dados uma reta » ¢ um ponto C ndo pertencente a reta,
tracar uma reta s paralela a reta r passando pelo ponto C.

6) Construir um quadrado usando régua e esquadro ¢
conhecendo, em posi¢do, sua diagonal AC.

7) Construir um quadrado usando régua e compasso ¢
conhecendo, em posi¢do, sua diagonal AC.

8) Construir um retangulo ABCD usando régua e compasso e
sendo dado, em posi¢do, o lado menor AB, de tal forma
que o lado BC tenha o dobro do comprimento de AB.

9) Dado o segmento AB, construir um tridngulo isdsceles
ABC tal que sua altura CD tenha o mesmo valor de sua
base AB.

10) Dados uma reta r e os pontos A ¢ B ndo pertencentes a reta
r, determinar um ponto da reta que diste igualmente de 4 e
B.
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SAIBA MAIS

Leia o capitulo 1 da apostila Uma Introducdo as Construgoes

Geométricas, do Prof. Eduardo Wagner, que compde o material do
Programa de Iniciagdo Cientifica (PIC) da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP)

WAGNER, Eduardo. Uma introducao as construcdes geométricas.
Apostila da Olimpiada Brasileira de Matematica da Escola Publica.
OBMEP: 2009. Disponivel em:
<http://www.obmep.org.br/docs/apostila8.pdf>. Acessado em: 19 mar.
2016.

Encerrando o topico
Chegamos ao final de mais um tépico do curso. Tenha sempre em
mente as possibilidades de trabalhar o contetido estudado, de forma a

mobilizar o conhecimento ja adquirido e de construir novos conhecimentos
a partir da reflexdo sobre o que esta sendo feito.

SALA DE AULA

Como vocé exploraria as constru¢des propostas na atividade citada, de

forma a levar seus alunos a construir, por meio de uma discussio

pedagdgica, o conhecimento geométrico?

I
9
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CONSTRUCOES DE TRIANGULOS

No mundo fisico, os tridngulos emprestam a caracteristica de
estabilidade e, no mundo conceitual, matematico, ajudam em varias
solucdes de problemas. Estuda-los € sempre um caminho de descobertas.

... € olhe que eles s6 tém trés lados!

Provavelmente vocé deve ter achado muito estranha essa
afirmativa, mas ela pode ser uma exclamacdo de alguém que analisasse
todas as aplicagdes e usos matemdticos em que os tridngulos estdo
envolvidos e levasse em considerago a simplicidade da construgdo.

ATENCAO

Antes de continuar, ¢ interessante que voc€ avive a memoria, revendo um
pouco de triangulos. Sugiro a leitura da aula 3 do livro Geometria Basica —
Modulo I, volume 1. Esse material foi utilizado na disciplina MEB 1I.

FERREIRA, Edson Luiz Cataldo Ferreira; NETO, Francisco Xavier
Fontenele, RIOS, Isabel Lugdo. Geometria Basica — Modulo 1. Rio de
Janeiro : Fundagao CECIERJ, 2007, v.1, p.31-41.
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Diversos livros de Construcdes Geométricas iniciam o capitulo
referente & construcdo de tridngulos com um problema cléssico. E nos, para
nao fugirmos muito da tradi¢do, também faremos isso.

1) Construir um triangulo, conhecendo-se os trés lados.

Vamos resolver este problema, novamente, analisando pela
heuristica do Polya.

a) Compreender o problema:

A construgdo se inicia com trés segmentos de reta, lados do
triangulo a ser construido.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

Por defini¢do, o tridngulo ¢ um objeto geométrico construido a
partir a unido de trés segmentos de reta. Portanto, se sdo fornecidos
os trés segmentos de reta, € necessdrio transportd-los, unindo-os
nos vértices do tridngulo.
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c) Executar o plano:

1) Abrir o compasso sobre um Compasso
dos segmentos. No caso, optei
pelo segmento a.

2) Marcar, em outra area do papel, um ponto 4.

3) Colocar sobre o ponto 4 a

ponta seca do compasso, sem Compasso
alterar a abertura, € com a

ponta de grafite, marcar o

ponto B.
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4) Unir, por segmento de reta,
os pontos A € B. Esse
procedimento permite a
criagdo de novo segmento
com a medida de um
segmento dado.

5) Abrir o compasso e fixa-lo
com a medida do segmento b.

Compasso
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6) Tragar, com o centro de
compasso (ponta seca) em um Compasso
dos pontos extremos do
segmento AB, uma
circunferéncia. No caso, optei
pelo ponto A

7) Fixar a abertura do
compasso com a medida do
segmento c.
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8) Tragar, com o centro de
compasso (ponta seca) em B,
outra circunferéncia.

Compasso

9) Na intersecdo das duas
circunferéncias, optei pela
interse¢do superior, marcar o
ponto C.
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10) Unir, por segmentos de
reta, os pontos A4 ¢ C, e 0s
pontos B ¢ C.

Da forma como foi feita essa construgdo, pode-se afirmar:

AB=a
AC=b
BC=c

d) Fazer o retrospecto da solucao alcancada.

O retrospecto foi feito na construc¢ao do roteiro descrito no item c.
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2) Construir um triangulo, conhecendo-se os trés lados e
usando o GeoGebra para simular compasso e régua.

1) Criar, Com O GeOGebra Nﬂﬁf Exibir D\SDGSIQGES DDQC\ES Ferramentas Janela Ajuda ;IEI
aberto, 3 (trés) segmentos Al ;J @) ()J N 4| j
de reta a, b ec Jf”;;;::f;:? ~ & x_|Janela de Visualizagio
@ A=(-3.96,56) A B
@ B=(0.72,562) a
C D
3
2)Marcar um ponto G em : ;
outra drea de construcgio ‘
-
3) SeleCionar a ferramenta |Iar Exibir Disposiciies Opcdes F Janela Ajuda =l

Compasso. | ‘ >-| &) s
Janela deA\gebra v ax Jane\ane
= Objetos Livres

FAN

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

@ A=(-3.96,5.6) A
@ B=(-0.72,5.62) *— @ Circule dados Centro & Raio
4,

C=(-

D=(17,

E=(-3.94, 3.46)

F=(-1.02,3.48)
@ G=(-0.62,0.76)

= Objetos Dependentes -—
P a=324

@ b=224
@ c-292

O Circulo definido por Trés Pontos

(™ semicirculo Definido por Dois Pontos
.X Arco Circular dados Centro e Dois Pontos

() Arco Circular definido por Trés Pontos

.Q Setor Gircular dados Centro e Dois Pontos

q Setor Circular definido por Trés Pontos
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" GeoGebra 10 x|

Arquivo Editar Exibir Disposigies Opgoes Feramentas Janela Ajuda

4) Clicar no ponto A, no

ponto B e, em seguida, no Al ;J Gl ()J d N
ponto G centro da Jfa?;el::i?;:;a ~ & x_|Janela de Visualizagio ~ox
. A . 5 A=(-396,5.6) A B
circunferéncia. 9 B=1072,562) 2
: C D
b
,. .U:Je(tio: :EU-EZ‘ o £ F
~@ a=3.24 c
@ b=224
~@ c=2.92
D d: (x4 0.62)% 4+ (y-
G
4 | |
. GeoGebra (=19
5) Marcar 0 ponto H) SObre Arquivo  Editar Exibir Disposicies Opcles F Janela Ajuda
a circunferéncia d criada, A~ '/J N OJ 4N =
Janela de Algebra v & % |Janela de Visualizagdo v o X
. = Ohjetns Livres N R
Unir, por segmento de reta, :
os pontos G e H. R
- E F
~@ c=2.92
Dd:(x+0.62)° +(y-
@ e=324
G H
] | |
. GeoGebra =101 x|

6) Selecionar a ferramenta

Arquivo Editar Exibir Disposigies Opgies Feramentas Janela Ajuda

Compasso ¢ criar uma nova k| .» BN clile et |
1 A 1 Janelade Algebra___v & x_|Janela de Visualizagéio v ox
circunferéncia, f,com Ji :
. @ A=(-3.96,5.6) A
centro no ponto H e raio b. = ss-isrsa ;
@ C=(-3.04,4.54)
@ D=(1.7,4.56) C D
@ E=(-3.94,3.46) —
@ F=11.02,3.48) b
,. .U:Je(tio; :EU-EZ‘ o £ g
- @ H=(2.62,0.8) ¢
@ a=324
w@ b=224
@ c=292
<@ d 1 (x+ 0.62) + (y -
-3 e=3.24
5 Fr(x—2.62)7 +(y - s H
| |
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7) Criar uma nova
circunferéncia, g,com
centro em G e raio c.

8) Selecionar a ferramenta
Intersecido de dois objetos

e clique na circunferéncia f 1

e g, marcando assim os
pontos I e J.

9) Unir, por segmentos de
reta, os pontos G e I € 0s
ponto He L.

10) Salvar esta construgao,
que vai ser usada mais
adiante.

" GeoGebra

i

Arquivo Editar Exibir Disposigies Opgies Feramentas Janela Ajuda

A
L)
7

AEC

[~ e Gl o] <050

e £l
Janelade Algebra v & x_[Janela de Visualizagio v o x

= Objetos Livres
5 A=(-396,56) A B

9 B=(0.72,562) a
@ C=(-3.04,454)
@ D=(-1.7,4.56) c D

@ E=(-3.94, 3.46)
@ F=(-1.023.48)

@ G=(-0.62,0.76)

= Objetos D

- @ H=(2.62,0.8) C
@ a=324

~@ b=224
9 c=292

<@ d 1 (x+ 0.62) + (y -

-3 e=3.24
D Fr(x—2.62)7 +(y -

Do (x+0.62)° +(y-

| | |

i GeoGebra

=10l

Arquivo  Editar Exibir Disposicbes Opcles F

Janela  Ajuda
. cle 4.7
= !
T =
jizagao

Mover
Anzsle ou selecions um ou mais objetos Esc) N

@ B= 72 582) a
-@ €=(-3.94,4.54)
© D=(1.7,456) c D
@ E=(-3.94, 3.46)
9 F=(1.02,3.48)
9 G=(0.62,0.76)
= Objetos D
@ H=(2.62,08) P
@ 1=(1.52,2.75)
@ J=(1.57,-1.18)
-3 a=3.24
@ b=224
~@ c=2.92
D d:(x+0.62)2 + (y -
9 e-324
@ F1(x—2.62)2+(y -
~@ g (x+0.62) 4 (y -

] | b

AEC

v

[@GeoGebra - (O] x|

3ls]

Arquivo Editar Exioir Opgles Janela Ajuda

DR PR

ke o
j Objetos livres -

.
e

.
bl

ABC
-l

2]

9 A=(6.8043) A °
@ B=(2.3,043)
@cC= lﬁﬂ? 787)

-3 F=(293,659)
5 6 =(-3.23,1.6)

@ H=(1.27,1.57)
“4 Objetas dependentes
9 1={164,422)

- @ J={1.68,-1.04)

@ a=45
@ b=3.07
9 c-393 |
D diix+ 3237+ (y-16F =1

-0 e=15

O e 323 - 107 =0
ey i'n“jl_l

Modo: Maver

|g Enasa:_| |

- .

]
Il
.
.

F=] [« =] [comando

H
[
[}
[

-

4

106



ATENCAO

Uma vez definidos os pontos, pode-se usar a ferramenta Poligono, do
GeoGebra, para “fechar” o tridngulo ou qualquer poligono.

Apesar desta construgdo ser basica e comum nos livros de
Construcdes Geométricas, poucas vezes ¢ aproveitada para uma discussio
conceitual sobre formagao de tridngulos.
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TAREFA

Vou propor uma brincadeira. Espero que vocé€ me acompanhe.

Prepare os seguintes materiais:
* 3 palitos de 1 cm (podem ser canudinhos para refrigerantes)
* 3 palitos de 2 cm (podem ser canudinhos para refrigerantes)
* 3 palitos de 3 cm (podem ser canudinhos para refrigerantes)
* 3 palitos de 4 cm (podem ser canudinhos para refrigerantes)
* 3 palitos de 5 cm (podem ser canudinhos para refrigerantes)
* 3 palitos de 6 cm (podem ser canudinhos para refrigerantes)

* 1 dado (caso vocé ndo tenha um dado, monte um com o
modelo apresentado a seguir).
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Vocé deve jogar o dado 3 vezes, procedendo da seguinte forma:
a) Jogue o dado a primeira vez.

b) Separe o palito (ou canudinho) com a medida que saiu no
dado. Se no dado saiu o numero 1, separe o palito de 1 cm;
se saiu o numero 2, separe o palito de 2 cm e assim por
diante.

¢) Anote, na tabela apresentada a seguir, o valor que saiu no
dado.

d) Jogue o dado a segunda vez.
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e) Separe o palito (ou canudinho) com a medida que saiu no
dado. Se no dado saiu o numero 1, separe o palito de 1 cm;
se saiu o numero 2, separe o palito de 2 cm e assim por
diante.

f) Anote, na tabela apresentada a seguir, o valor que saiu no
dado.

g) Jogue o dado a terceira vez.

h) Separe o palito (ou canudinho) com a medida que saiu no
dado. Se no dado saiu o nimero 1, separe o palito de 1 cm;
se saiu o numero 2, separe o palito de 2 cm e assim por
diante.

i) Anote, na tabela apresentada a seguir, o valor que saiu no
dado.

j)  Com os trés palitos, tente formar um tridngulo.

k) Na coluna “Formou triangulo?”, responda Sim, se com os
valores (e os palitos), foi possivel formar o tridngulo, ou
Nao, se com os valores (e os palitos), ndo foi possivel
formar o triangulo.

12 Jogada 22 Jogada 32 Jogada Formou triangulo?

Wl ol || o & N -

-
o

A partir da analise da tabela, escreva uma regra geral para formagao
de triangulos e submeta essa regra a analise de seus colegas.
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Vamos continuar brincando?

Abra a constru¢do do GeoGebra que fizemos e arraste,
alternadamente, os pontos A, B, C, D, E ¢ F. Observe os valores dos
segmentos a, b e ¢ na janela de algebra do Geogebra.

Outra experimentacdo interessante € tentar colocar os valores da
tabela nos segmentos dessa construgdo.

. PARE E PENSE

1) O que aconteceu com as circunferéncias f e g quando os valores
dos segmentos nao permitiram formar tridngulos?

2) Sua regra pode ser validada para esta construg¢ao?

3) Procurando na internet ou em livros de Matematica, pode-se
encontrar, em outras palavras, o que vocé observou. Tente achar
outros enunciados para a formacao de tridngulos e compare com o
que vocé escreveu. A experiéncia e o enunciado fazem sentido para
voce?

Vocé, provavelmente, se lembrou de um texto que lemos e que
tratou desse assunto. Lembrou? Nao? Para “desencargo de consciéncia”,
vou indica-lo novamente.
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< SAIBA MAIS

Leia o texto do professor Paulo César da Penha apresentado no 16° COLE
na UNICAMP, Campinas/SP.

Ele analisa uma atividade desenvolvida com os alunos sobre a desigualdade
triangular.

PENHA, Paulo César da. A desigualdade triangular em diferentes
midias. IN: Anais do 16° COLE. Campina: ALB, 2007. Disponivel em:
<http://alb.com.br/arquivo-
morto/edicoes_anteriores/anais16/sem15dpf/sm15ss08 03.pdf>.  Acesso
em: 19 mar. 2016.

3) Construir um triangulo is6sceles sendo dada a base.

a) Compreender o problema:

E dado um segmento de reta que deve ser usado na construgao,
como base do triangulo is6sceles a ser construido.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

O tridngulo isdsceles possui dois lados iguais.

Sabe-se que um ponto que equidista de dois outros pontos,
extremos de um segmento, pertence a mediatriz desse segmento.
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Sabe-se que a mediatriz de um segmento ¢ a reta que passa
perpendicularmente a este segmento pelo seu ponto médio.

Dessa forma, é preciso tracar a mediatriz da base informada e
colocar sobre ela o vértice do tridngulo a ser construido.

¢) Executar o plano:

1) Criar um segmento AB.

A — eE
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2) Tragar a mediatriz do
segmento AB. Para isso,
criar uma circunferéncia ¢
com centro em 4 ¢ raio AB
e uma circunferéncia d com
centro em B e raio AB.
Marcar os pontos C e D nas
intersecgoes das
circunferéncias c e d.

Unir, por reta, os pontos C e
D.

3) Marcar um ponto E
sobre a mediatriz.
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4) Unir, por segmento de
reta, os pontos 4 e E; e unir
os pontos B ¢ E.

d) Fazer o retrospecto da soluciio alcancada:

Tomando com referéncia a ultima figura da construgdo, podemos
afirmar que os pontos C e D equidistam dos pontos A e B.pois eles
foram marcados na interse¢do das circunferéncias ¢ e d de mesmo
raio AB. Interligando esses pontos por uma reta, tragcamos a
mediatriz. Como o ponto E estd sobre a mediatriz, ao criar os
segmentos de reta AE e BE, podemos afirmar que eles sdo
congruentes.
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TAREFA

Aproveite para praticar.

Faga a resolu¢do do problema 3 (Construir um tridngulo is6sceles sendo
dada a base), usando compasso ¢ régua e baseando-se nos passos descritos,
na constru¢do acima. Faca também a construgdo, usando Geogebra, para
simular o compasso e régua.

4) Construir um triangulo isésceles BCD, sendo dados,
em posicao, uma circunferéncia com seu centro A e uma
corda BC.

a) Compreender o problema:

A partir da circunferéncia de centro 4 e de uma corda BC, construir
um triangulo is6sceles BCD.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

A analise feita no problema anterior ¢ valida também para este.
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¢) Executar o plano:

1) Criar uma circunferéncia

com centro A e raio

qualquer. Marcar dois ¢
pontos sobre essa

circunferéncia e uni-los por

segmento de reta. .

2) Tracar a mediatriz de
BC.
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3) Marcar o ponto D sobre a
mediatriz.

4) Unir, por segmento de
reta, os pontos B e D; e unir
os pontos C e D.
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TAREFA

Para continuar os estudos, é imprescindivel que vocé faga essa construgéo
no Geogebra.

Vamos aproveita-la para fazer algumas experimentagdes e reflexdes.

Vamos fazer algumas observagdes sobre a construgao:

Arrastar o ponto D de modo b
que ele coincida com o
ponto A.

Nessa condigdo, pode-se
afirmar que DB e CD sao
congruentes, pois sdo raios
da circunferéncia.

O centro da circunferéncia
esta sobre a mediatriz da
corda BC.

Existe uma relacdo direta entre a corda BC e o angulo BAC ou
BDC.
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ATENCAO

Aproveite a construgdo anterior ¢ faga outras manipulagdes procurando

observar as relagdes que se mantém

TAREFA

Existem algumas constru¢des que sdo basicas. A seguir, proponho algumas

delas.

Faca pesquisa em livros de construgdes geométricas ou sites de internet e
execute suas construcdes usando compasso e régua e o GeoGebra e

procurando fazer a analise de seus roteiros.

1)
2)

3)

4)

6)

7)
8)

Construir um triangulo, dados dois lados ¢ o angulo entre eles.

Construir um triangulo, conhecendo dois angulos internos e o lado
entre eles.

Construir um triangulo ABC, sendo dados um lado, em posi¢ao, um
angulo e o angulo oposto ao lado informado.

Tragar as alturas dos 3 lados do triangulo dado.

Tracar as medianas dos 3 lados do triangulo dado.

Tracar as bissetrizes dos 3 angulos internos do tridngulo dado.
Dado o triangulo ABC, construir seu incentro.

Dado o triangulo ABC, construir seu ortocentro.
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9) Dado o triangulo ABC, construir seu baricentro.
10) Circunscrever uma circunferéncia a um triangulo ABC dado.

11) Inscrever uma circunferéncia em um triangulo ABC dado.

- PARE E PENSE
-=LRREEP

Qual a condicdo necessaria para que os trés pontos notaveis sejam
coincidentes? Como vocé€ pode provar isso?
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Encerrando o topico
Vocé deve ter notado que foram usados conhecimentos basicos de

Geometria, nada muito sofisticado. Porém, conseguimos boas situagdes
exploratorias que podem ser trabalhadas com os alunos.

SALA DE AULA

Que tipo de conhecimento pratico, pertencente ao dia a dia do seu aluno,
vocé poderia levar para a sala de aula quando estiver trabalhando
triangulos?
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CIRCUNFERENCIA

Explica a Wikipedia:

Na geometria euclidiana, uma circunferéncia ¢ o lugar
geométrico de todos os pontos de um plano que estdo a
uma certa distancia, chamada raio, de um certo ponto,
chamado centro. Um conceito correlato e proximo,
porém distinto, [¢] o de circulo. A circunferéncia [é] o
contorno do circulo (wikipedia, 2012).

Este ente geométrico ¢ o foco deste topico.

ATENCAO

A partir deste topico, vamos "economizar" descricdes nos roteiros das
construgdes. Caso vocé tenha dividas, retorne as construgdes dos topicos
anteriores.
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1) Dados trés pontos A, B e C nao colineares, tragar uma
circunferéncia que passe por eles.

a) Compreender o problema:

A construcdo se inicia com trés pontos, ndo colineares.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

Podemos afirmar que se os trés pontos pertencem a uma
mesma circunferéncia, a distancia deles ao centro da
circunferéncia é a mesma, pois 0s segmentos que 0s unem
ao centro sdo raios da mesma circunferéncia.

Sabe-se que a mediatriz de um segmento ¢ o lugar
geométrico dos pontos equidistantes dos extremos desse
segmento.

Com trés pontos, pode-se tragar a mediatriz de dois
segmentos de retas, no caso, os segmentos AB ¢ BC. Na
interse¢do das duas mediatrizes tem-se um ponto que
equidista dos pontos A, B ¢ C. Ele é o centro da
circunferéncia que contém esses trés pontos.
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¢) Executar o plano:

1) Unir, por segmento de reta, os pontos 4 ¢ B.

2) Tracar a mediatriz do segmento AB.

3) Unir, por segmento de reta, os pontos B e C.

4) Tragar a mediatriz do segmento BC.

5) Marcar, na interse¢do das mediatrizes, o ponto D.

6) Tracar, com centro em D, a circunferéncia que passe pelos
pontos 4, B e C.

d) Fazer o retrospecto da solucido alcancada.

A chave da resolugdo deste problema ¢ achar o ponto que equidista
dos pontos A, B e C. Ele ¢ o centro da circunferéncia que passa pelos outros
trés pontos, sendo obtido pela intersecdo das duas mediatrizes: a mediatriz
do segmento AB e a mediatriz do segmento BC.

Vamos dar uma "paradinha" nas construgdes para relembrar um
assunto tratado pelo prof. Luiz Carlos Pais e apresentado por mim no
topico 2, Concepcoes que nos nortearao.

Nele se falou das construgdes dos conceitos geométricos a partir de
experiéncias raciocinadas pela manipulacdo de objetos, desenhos e
desenhos dindmicos que favorecem a criacdo de imagens mentais.

Quando nos propomos estudar determinada area de conhecimento e
nos dedicamos a isso, as leituras, experimentacdes e informacdes vao
fornecendo elementos suficientes para a criacdo de um ciclo continuo entre
experiéncias e informagdes, criagdo de imagens mentais e construgdo de
conceitos.
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Experiéncias e
informacgédes

Construgéo de Imagens
conceitos mentais

N

Apesar de isso ser simples e 16gico, muitas vezes ndo usamos esse
pensamento ao observar um professor trabalhando em sua disciplina,
explicando algum conteudo ou resolvendo um problema matematico.
Parece que o seu conhecimento "caiu do céu", esquecendo-se que esse
professor, com certeza, tem muitas ¢ muitas horas de estudos e reflexdes
sobre o assunto.

ATENCAO

O objetivo ¢ fazer uma construgdo dinamica e, a partir de sua manipulacao,
observar determinada propriedade. Podemos utilizar algumas ferramentas
que poupam tempo e trabalho, como a ferramenta Ponto médio.
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TAREFA

Antes de continuar, faga a construgéo a seguir no GeoGebra.
1) Criar um segmento AB e marcar seu ponto médio C.
2) Criar uma circunferéncia, com centro C e raio AC.
3) Marcar um ponto D sobre a circunferéncia;
4) Tracar os segmentos AD ¢ DB.
5) Medir o angulo ADB.

6) Movimentar o ponto D sobre a circunferéncia e observar o valor do
angulo.

Vocé deve ter observado uma propriedade do angulo ADB, muito
interessante: independentemente da posicdo do ponto D sobre a
semicircunferéncia, seu valor é sempre 90°.

Por que isso acontece?

Veja a figura a seguir.
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Analisando a figura, pode-se concluir:
Com relagdo ao triangulo ACD

* Os segmentos dos lados
circunferéncia, portanto t€ém o

AC e CD sido raios
mesmo valor;

* Os angulos CAD ¢ CDA tém o mesmo valor;

* O angulo DCB ¢ um dos seus angulos externos.

Com relagdo ao triangulo BCD

* Os segmentos dos lados
circunferéncia, portanto tém o

BC e CD sdo raios
mesmo valor;

* Os angulos CAD e CDB t&ém o mesmo valor;

* O angulo DCA ¢ um dos seus
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Sabe-se o seguinte:

¢ CAD=¢ CDA

A
¢ CBD=¢ CDB {

(1)¢ DCB=¢ CAD+¢ CDA
(2)¢ DCA=¢ CBD+¢ CDB
(3)¢ DCA+¢ DCB=180°

Fazendo

a=<¢ CAD=< CDA
b=¢ CBD=< CDB

e substituindo em (1), temos:
¢ DCB=a+a=2a

Substituindo em (2), temos:
{ DCA=b+b=2b

Substituindo em (3), temos:

2a+2b=180
|2a+2b=180| =2
a+b=90
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Retificacao de circunferéncia

Antes de iniciar as construgoes de circunferéncia, vamos fazer mais
um pouco de experimentagao.

TAREFA

Para esta atividade vamos precisar de

- Latas em forma de cilindro;
- Tira de papel comprida;

- Régua;

- Papel, lapis e compasso.

Passos:

1) Coloque a lata sobre o papel e, com o lapis, circule o fundo.

2) Ache o centro do circulo feito no passo 1, usando o compasso ¢
arégua.

3) Trace o diametro da circunferéncia e mega-o com a régua.

4) Meca, com a tira de papel e a régua, a circunferéncia da lata
usada para tracar a circunferéncia.

5) Divida o valor da medida feita com tira de papel pelo valor do
didmetro da lata.

Repita a experiéncia com outras latas ou objetos de tamanho
variados.
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PARE E PENSE

Vocé conhece alguma constante matematica que se aproxime do valor
obtido?

Sabemos que ha uma relagdo constante entre a
circunferéncia e o seu didmetro. Essa relacdo constante
[é] representada, universalmente, pela letra 7 (pi), cujo
valor aproximado ¢é 3,1416. Conhecendo-se o didmetro,
pode-se, portanto, determinar facilmente o comprimento
da circunferéncia.

Assim, pode-se dizer que o comprimento da
circunferéncia é, aproximadamente o triplo mais um
sétimo do diametro, o que vai nos permitir obter um
segmento de reta cujo comprimento  seja
aproximadamente  igual ao comprimento da
circunferéncia dada.

Este problema tem solugdo aproximada. (PENTEADO,
1960, p.99 apud LINDEMANN, 1882)

Portanto, o segmento de reta obtido pelos métodos de retificagdo da
circunferéncia é aproximado.

Neste estudo, vamos utilizar o método mais simples, pois, como
frisamos nosso objetivo na disciplina é mobilizar o conhecimento
matematico. Assim, usando esse método, conseguiremos trabalhar com os
alunos do Ensino Fundamental ¢ Médio usando técnicas conhecidas por

eles e que permitem uma reflexdo sobre o conceito em questao.
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2) Facga, pelo método de Arquimedes, a retificacao de
uma circunferéncia dada.

Arquimedes demonstrou que o valor de w esta compreendido entre
3 10/71 e 3 10/70, ou seja, € aproximadamente 3 1/7. Pode-se entdo dividir
a constru¢do em duas etapas:

1* — Obter o didmetro da circunferéncia: esta etapa ¢ simples, ja a
fizemos anteriormente.

2* — Dividir um segmento (didmetro da circunferéncia) em sete
partes iguais: parte nova.

Dividindo um segmento sucessivamente ao meio, obtém-se uma
quantidade de partes multipla de 2™. Por exemplo: com uma divisdo (2')
obtém-se duas partes; com duas divisdes (2%) obtém-se quatro partes e
assim por diante. Esta divisdo ndo atende ao que desejamos.

Para resolver o problema, utilizamos o principio da
proporcionalidade ou Teorema de Tales.

Veja a construgao.

1) Tragar o segmento AB,
que deve ser dividido em 3
partes iguais.
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2) Tragar uma semirreta
auxiliar, partindo do ponto
A. A

3) Marcar um ponto D
qualquer sobre a semirreta e,
em seguida, tragar uma

circunferéncia, com centro
em D, que passe por A.
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4) Marcar, na interse¢ao da
circunferéncia com a
semirreta, o ponto E.

5) Tragar uma nova
circunferéncia, com centro
em E, que passe por D.
Marcar, na interse¢ao dessa
circunferéncia com a
semirreta, o ponto F.
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7) Unir, por reta, os pontos
FeB.

8) Tracar uma reta paralela
areta FB, passando pelo
ponto E. Na interse¢ao
dessa reta com o segmento
AB, marcar o ponto H.
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9) Tracar uma reta paralela
areta EH, passando pelo
ponto D. Marcar, na
interse¢do desta reta com o
segmento AB, o ponto G.

Os segmentos AG, GH e HC tém 1/3 do comprimento de AB.

Este procedimento ¢ utilizado para a divisdo de um segmento em
qualquer quantidade de partes iguais.

PARE E PENSE
-%

Pode-se usar os esquadros para tracar as retas paralelas. Como vocé
justificaria esta construgdo? Por que vocé sabe que ela esta certa?
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TAREFA

Como ja resolvemos a segunda parte do problema, podemos juntar as duas
partes e executar a retificagdo da circunferéncia dada.

Resolva o problema proposto: a retificagdo, pelo método de Arquimedes, de
uma circunferéncia dada.

Divisao da circunferéncia em arcos

A divisdo da circunferéncia em partes iguais € a
operagdo basica para a inscrigdo de poligonos regulares
[no circulo]. Isso equivale a dizer que se dividirmos
uma circunferéncia em um namero natural n > 2 de
partes iguais e se unirmos o primeiro ponto da divisdo
com o segundo, o segundo com o terceiro e assim por
diante, acabaremos por ter construido um poligono
regular inscrito de n lados. (SOUZA, PIMENTA,
ARMOUT, 2005, p.103).

Outro raciocinio que envolve este procedimento ¢ pensar em
construgdo de angulo para promover a divisdo da circunferéncia.

Vamos a algumas construgdes basicas.
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3) Dividir a circunferéncia de centro A, dada, em 4 partes
iguais.

a) Compreender o problema:

E dada uma circunferéncia com centro no ponto 4 que devera ser
dividida em 4 partes iguais.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

1) Sabendo que uma circunferéncia tem 360°, dividi-la em 4
partes equivalente a marcar angulos de 90°.

2) Tendo um segmento de reta com um ponto, pode-se obter um
angulo de 90°, tragando a perpendicular a esse segmento que passe pelo
ponto.

3) O segmento referenciado no item 2 pode ser o didmetro da
circunferéncia e o ponto, o centro da circunferéncia.

4) O plano ¢ tracar dois didmetros perpendiculares da
circunferéncia.
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¢) Executar o plano:

1) Tracar uma
circunferéncia de centro 4 e
raio qualquer.

2) Marcar sobre a
circunferéncia um ponto B.
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3) Unir por reta os pontos 4
eB.

4) Marcar, na interse¢ao da
circunferéncia com a reta
AB, o ponto C.

0

5) Tracar a mediatriz do

segmento BC. /?
K&

N#
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6) Marcar, nas intersegdes
da mediatriz com a
circunferéncia inicial, os
pontos Fe G.

O pontos B, F, C ¢ G dividem a circunferéncia em 4 partes iguais.

Observe que, ao unir esses quatro pontos por segmento de reta
estamos construindo um quadrado.
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- PARE E PENSE

Por que se pode afirmar que o poligono BFCG ¢ um quadrado e ndo um

losango? O losango também nao possui quatro lados iguais?
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TAREFA

Faca pesquisa em livros de construgdes geométrica ou sites de internet e

execute as construgdes usando compasso e régua e o GeoGebra e

procurando fazer a analise dos roteiros.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Dados uma circunferéncia e o ponto P, pertencente a
circunferéncia, tragar uma reta tangente a circunferéncia no
ponto P.

Tragar uma circunferéncia tangente a uma reta » num ponto A
que passe por um ponto dado B, ndo pertencente a reta r.

Construir, sobre a circunferéncia dada, os pontos que a
dividem em 3 arcos iguais, EF, FG ¢ GE.

Inscrever um hexagono regular ABCDEF em uma
circunferéncia dada.

Inscrever um octdgono regular em uma circunferéncia dada.

Dados um segmento r qualquer e os pontos A ¢ B
pertencentes a uma reta s, com distancia AB ¢ menor que r,
tracar uma circunferéncia de raio r e que passe pelos pontos A
eB.

Dado o angulo CAP, formado pelas semirretas AC e AP, tragar
uma circunferéncia tangente as duas semirretas sendo o ponto
P um dos pontos de tangéncia.
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Encerrando o topico

Circunferéncia, assim como outros assuntos da Geometria, pode ser
explorada junto com outros conteudos, como Artes. Muitas vezes, essas
associagdes podem despertar o interesse do aluno e tornam a aprendizagem
mais significativa para ele.

SALA DE AULA

Como vocé poderia aproveitar a tarefa exploratdria sobre as circunferéncias
das latas, usadas para identificar a constante 7, para introduzir o estudo do

volume de cilindro e do cone?
|
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CONCORDANCIA

Na minha opinido, vamos entrar num dos mais belos topicos das
Construcoes Geométricas.

Pela concordancia (de arcos com retas e arcos com arcos), €
possivel ver os elementos geométricos se transformarem em conjuntos
estéticos harmoniosos e belos e, pelas construgdes ciclicas, em
composigdes que lembram as belas padronagens artisticas.

Espero que vocé se encante tanto quanto eu.

Concordancia

De uma forma ou outra, todos nos ja tivemos, no dia a dia, contato
com objetos que utilizaram a concordancia para se tornarem mais estéticos
ou anatomicos. O exemplo pode ser este televisor, que possui os cantos
arredondados.
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Pode ser feita concordancia entre dois arcos de circunferéncia ou
um arco de circunferéncia e uma reta (reta, semirreta ou segmentos de reta).

Porém essa ligacdo deve se feita com suavidade, sem haver inflexdo ou

fraturas.

Para que haja concordancia, ¢ necessario atender as regras gerais:

1.

Diz-se que um arco e uma reta estdo em concordancia num
ponto quando a reta é tangente ao arco nesse ponto.

Na concordincia de uma semirreta com um arco de
circunferéncia o ponto de concordancia e o centro do arco
estdo numa mesma perpendicular [a semirreta]. O conjunto
semirreta-arco deve formar uma s6 linha [...].

Dois arcos de circunferéncia estdo em concordincia num
ponto qualquer quando eles admitem nesse ponto uma
tangente comum. Nesta hipdtese, os centros dos dois arcos
e o ponto de concordancia (de tangéncia) estdo numa
mesma reta (ou em linha reta). (PENTEADO, 1960, p. 138-
139)

Vejamos alguns problemas classicos de concordéncia.
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1) Unir, por arco de circunferéncia com concordancia, o
ponto A de uma semirreta AB dada com o ponto C,
também dado.

a) Compreender o problema:

Conforme o enunciado do problema, ¢ dada uma semirreta AB ¢
um ponto C fora dela. Devem-se unir, por meio de um arco de
circunferéncia, os pontos 4 ¢ C, com concordancia.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

Pelo enunciado do problema, pode-se afirmar que conhecemos dois
pontos da circunferéncia: ponto 4 e o ponto C. E preciso achar o
centro desse arco. Usamos 0 mesmo processo de achar o centro de
uma circunferéncia. Porém ¢ preciso atender a concordancia.

Observando as regras de concordancia 1 e 2, pode-se afirmar que o
centro do arco de circunferéncia estd na perpendicular a semirreta pelo
ponto A. Essa ¢ a primeira reta para determinar o centro do arco da
circunferéncia. A segunda reta ¢ a mediatriz da corda AC, conforme ja
estudamos em topico anterior. Na intersecdo das duas retas esta o centro do

ATENCAO

Para esta construcgdo, utilize régua e compasso, além dos esquadros para

arco.

tragar as retas perpendiculares.

Mas nio se esqueca: é importante dominar as técnicas basicas de
construcio de paralelas e perpendiculares usando somente régua e
compasso.

I
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1) Tracar, a partir da
condi¢do inicial, uma reta
perpendicular a semirreta
AB pelo ponto A.

2) Unir por segmento de
reta os pontos 4 e C, corda
do arco de circunferéncia a
ser construido.

1=

i

i =
= N
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3) Tragar a mediatriz do S
segmento AC e marcar, na *
intersecao com a S
perpendicular da semirreta s
o ponto D, centro do arco .
desejado. v
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4) Unir, com o centro de S i
compasso em D, por arco “
de circunferéncia, os pontos p
A e C, concordando com a ~~
semirreta AB. S
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d) Fazer o retrospecto da solucio alcancada:

O retrospecto foi feito na construg@o do roteiro descrito nos itens b
ec.
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TAREFA

Apo6s ter feito esta construcdo, usando régua, compasso ¢ esquadros, refaca-
a, usando o GeoGebra.

Para ganhar tempo, partindo do principio de que vocé ja esta dominando e
entendendo as técnicas basicas de construcdo de perpendiculares, paralelas,
ponto médio e mediatriz, utilize essas ferramentas do Geogebra na
constru¢do. Dependendo da versdo do GeoGebra, elas podem ndo existir.
Por exemplo, a ferramenta Mediatriz s6 foi incorporada a partir da versdo
3.0.

Outra ferramenta do GeoGebra que ¢ muito importante nestas construgdes ¢
Arco Circular dados Centro e Dois Pontos.

2) Dado um quadrado ABCD, arredondar os vértices por
meio de concordancia de arcos com ponto de tangéncia
em Y2 de seu lado.

a) Compreender o problema:

A construgdo se inicia a partir de um quadrado dado. Deve-se,
entdo, arredondar o vértice do quadrado por meio de concordancia
de arcos.

b) Estabelecer um plano (o que conheco a respeito):

Sera necessario marcar o ponto de tangéncia, que € Y do lado.
Pode-se marcar o ponto médio do lado e depois marcar outros
pontos médios entre este e os vértices do quadrado.
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Por cada ponto que esta a Y4 do vértice, deve-se tracar uma
perpendicular em relacdo ao lado que contém esse ponto. Nao ha
necessidade de unir os pontos que formam a corda do arco, pois, como
estamos trabalhando com o quadrado, a mediatriz ¢ a diagonal do quadrado.
A interse¢do entre a mediatriz e a perpendicular coincide com a interse¢ao
entre duas perpendiculares.

c) Executar o plano:

1) Vamos comecar a A E D
construgao, a partir da
condi¢do inicial, o quadrado

ABCD dado, e nele marcar

os pontos médios dos lados.

Gé ¢!
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2) Marcar os ppntos médios 4 r E J D
entre cada vértice e o ponto T g
médio do lado do
quadrado..

G il

. 'l e,
3) Unir por retas os pontos 4 i E ) D
. ) PSRRI o e e
que distam % do lado, a ; : :
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A

4) Marcar, nas intersec¢oes

dessas retas, os pontos que

tros dos arcos

de concordancia.
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6) Unir, por segmento de A i E 1 D
reta, os pontos de 3 T ' f
concordéancia que estdo i ]
sobre o mesmo lado do ! !
1K 1 T
quadrado. -- (S S eI LRommEoss -
1 1
i i
1 ]
i i
G i ;
1 1
1 1
1 1
1 ]
1 1
P i i M
Y R o L.
1 1
R 1 1
. 1 1
: ! 1
: i I ]
b0 N
g ! 2 ! ¢

d) Fazer o retrospecto da solucio alcancada:

O retrospecto foi feito na construgdo do roteiro descrito nos itens b
ec.

PARE E PENSE

1) Por que ndo foi necessario tragar a corda do arco de concordancia ?

2) E se ndo fosse um quadrado, mas um retangulo? Haveria necessidade de
tragar a corda?

3) Existe uma outra forma de fazer esta construcao?
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ATENCAO

Apesar de reconhecer que o Geogebra ¢ uma midia muito rica de recursos,
¢ imprescindivel que vocé faca as construgdes usando régua e compasso.

Lembre-se de que esses dois instrumentos sdo os principais em
Construcdes geométricas. Os esquadros e transferidor servem apenas para
agilizar as construgdes.

TAREFA

Refaca a construgdo, usando o Geogebra.
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3) Unir o ponto B de um segmento AB dado, por uma
curva sinuosa (2 arcos concordados), a um ponto C fora
da reta AB, também dado.

ATENCAO

Nestes problemas ndo faremos as etapas da heuristica de Pdlya.
Apresentaremos direto o roteiro da construgao.

1) Os elementos da

condi¢do inicial desta

constru¢ao sao o segmento

de reta AB ¢ o ponto C. *

>
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2) Unir os pontos B e C por
segmento de reta e marcar o
ponto médio, que ¢ o ponto
de concordancia dos arcos.

3) Marcar o ponto E, médio
de DB.

B

[ -
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4) Tragar a reta c,
perpendicular ao segmento
DB pelo ponto E.

5) Tragar a reta d,
perpendicular ao segmento
AB pelo ponto B. Na
interse¢do da reta ¢ com a
reta d, marcar o ponto F,
centro do primeiro arco.

B

[ -~
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6) Tracar o primeiro arco.

7) Tracar a reta f mediatriz

de DC.
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8) Unir por reta os pontos F
eD.

9) Marcar o ponto H na AN i
. ~ e 1
1nters'ec;a_0 da reta f .. 4
(mediatriz de CD) com a . N i
r - ~a 1
reta FH. O ponto H ¢ o N o ! C
““b \.“h' ’
centro do segundo arco. C . R o/
. TR C I
I i r‘f‘ ’H
“a I R \hh
‘-""-.. 1 +*
\4.“ : ",;} D
ANE
A ' l!’ s
[ Iy O
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10) Tragar o segundo arco,
com centro em H.

TAREFA

Antes de continuar:

1) Faca a construcdo acima, usando régua, compasso e esquadro,
como foi feito nas construgdes anteriores.

2) Faca a construgdo acima no Geogebra.

3) Fagca uma andlise do roteiro das constru¢des apresentadas,
baseando-se na trés regras de concordancia e justifique as
construgdes dos conjuntos de passos (a) 4e 5 e (b) 7,8 ¢ 9.
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ATENCAO

Os proximos exercicios de construgdo tém por objetivo leva-lo a praticar
construgdes geométricas a partir de roteiros encontrados em livros. Dessa
forma, trabalha-se a linguagem geométrica, convertendo o texto em
constru¢do. Um exercicio complementar ¢ buscar nas construgdes as regras
de concordancia. Nesses exercicios, a observagdo, interpretacdo e analise
do roteiro e da figura, de forma concomitante, sao imprescindiveis.

TAREFA

1) Problema — Construir um arco pleno sendo dado o vao AB.

Solucdo: Basta tragar a semicircunferéncia cujo didmetro € o vao.
(GIONGO, 1969, p.27)
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2) Problema — Tracar uma curva de trés centros, chamada “asa de
balaio” - ATENCAO: tome cuidado durante a construgio, pois
o texto da solucio esta impreciso, exigindo observaciao atenta
da figura.

Solucdo: Sobre um segmento AY, como didmetro, tracem-se duas
circunferéncias de centros E e D, uma tangente a outra no ponto C;
construa-se com o segmento ED um tridngulo equilatero EGD;
prolonguem-se os lados GEM e GDN e assim teremos os seguintes
centros, raios e arcos: E, raio EA, arco AM; G, raio GM, arco MN,
e D, raio DN, arco NY, assim se completa a curva pedida.
(BRAGA, 1958, p.161)
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3)

Problema — Construir um arco aviajado, dados os pontos de
nascenca 4 e B, pertencentes as semirretas AL e BM que siao
paralelas.

Solu¢do: Cria-se uma linha de suporte ou apoio prolongando a
semirreta AL. Tragam-se por A e por B perpendiculares a linha de
suporte. A distdncia AC é transportada de A até E. Levanta-se uma
perpendicular a ED por seu ponto médio G, que corta em F a reta
CB. Os pontos G e F sdo os centros respectivos dos arcos AH e
HB. Adaptado de Penteado (1960, p.151).

arca HB
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4

Problema — Dados uma circunferéncia e seu centro, construir,
por concordincia de arcos, um 6vulo ou oval de 4 centros.

Solucdo: Na circunferéncia ¢, tragar os dois diametros AB ¢ D'D,
perpendiculares um ao outro, prolongando-os; depois, liga-se 4 a D
e prolonga-se; fazendo centro em A4 ¢ com raio AB descreve-se o
arco BE; liga-se B a D e prolonga-se; fazendo centro em B e com
raio BA, descreve-se o segundo arco AF; depois com centro em D e
raio DE traga-se o terceiro arco EF. O arco AD'B ¢ semicirculo da
circunferéncia ¢, mas pode-se reforcar sua linha para destacar a
oval. Adaptado de Braga (1958, p.152).
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5) Problema — Dado segmento de reta CD, eixo menor, tracar uma
oval regular alongada (falsa elipse).

Solu¢do: Tomamos CD como diagonal de um quadrado. Para isso,
tracamos a mediatriz de CD e fazemos OM=0N=0C. Com centro
em C e raio CD tragamos o arco EDF. Com centro em D, o arco,
GCH; com centro em M, o arco GAE, com centro em NN, o arco
HBF. Adaptado de Giongo (1969, p.66).
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Encerrando o topico

Encerramos mais um tépico do curso. As concordancias tém um
apelo estético muito grande, apesar de serem construgdes mais elaboradas e
exigirem um dominio maior de técnicas de constru¢des e de conhecimento
matematico mais profundo. Muitos simbolos e logomarcas que
encontramos em nosso dia a dia utilizam as concordancias em suas
construcoes.

SALA DE AULA

Neste topico utilizamos varios roteiros pré-definidos, mudando um pouco a
estratégia utilizada até entdo. Como vocé poderia utilizar alguns roteiros em
sala de aula e ainda mobilizar os conhecimentos matematicos de seus
alunos?
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CONICAS®

As conicas sdo curvas obtidas por meio de secgdes do cone por um
plano. A partir desses cortes, podem-se obter circunferéncias, elipses,
hipérboles e pardbolas, porém neste topico focaremos apenas a elipse, a
hipérbole e a parabola.

Para cada uma dessas cOnicas, faremos:

1. O tra¢ado mecdnico obtido por meio de um mecanismo fisico,
construido com materiais simples (alfinetes, barbantes, régua,
cola etc.) a partir da definicdo Matematica da conica;

2. O tragado a mao livre a partir de pontos obtidos por construgdes
com régua e compasso;

3. A constru¢do no GeoGebra usando o recurso de visualizar o
rastro de pontos para observar o lugar geométrico.

As conicas aparecem frequentemente no cotidiano:

e Os planetas giram em torno do Sol numa trajetoria cuja forma ¢
uma elipse.

e A forma de um jato liquido continuo ou o lancamento de uma
bola ¢ parabolica.

5 Este topico foi escrito com a Prof* Kelly Maria de Campos Fornero Abreu de
Lima Melillo, mestra em Educa¢do Matematica, pela Universidade Federal de
Ouro Preto — UFOP, doutoranda em Educacdo na linha de Educagdo
Matematica, pela Universidade Federal de Minas Gerais — UFMG e professora
de Matematica do Colégio Técnico da Universidade Federal de Minas Gerais —
COLTEC. O estudo das conicas a partir de constru¢des mecanicas ¢ utilizado
por ela em suas aulas no Ensino Médio.
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e Na optica, com espelhos parabdlicos usados nos telescopios
refletores, fardis e holofotes.

e Na Engenharia, para constru¢do de pontes, sdo usadas
estruturas parabolicas.

Ponte JK, Brasilia. Fonte: http://fotosbsb.com.br/photo/45-ponte-jk-ao-amanhecer/

Algumas defini¢coes

Para nosso estudo das conicas é importante distinguir os verbos
tracar e construir:

Tracar ¢ executar um trago continuo representando a conica. E
impossivel construir a cénica com régua e compasso, pois elas ndo podem
ser obtidas pela concordancia de segmentos de retas com arcos de
circunferéncias (veja a construcdo da falsa elipse no capitulo sobre
concordancia). Todavia existem processos mecanicos para o tragado das
conicas.
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Construir ¢ obter, com régua e compasso, os pontos pertencentes a
coOnica e, a seguir, ¢ tracado a mao livre uma linha que passe por eles
formando a conica desejada.

Além disso ¢ importante definir lugar geométrico, pois muitos dos
problemas de construcdo geométricas podem ser desenvolvidos a partir
desta definic¢ao.

ATENCAO

Em diversas partes desse guia, nos ja definimos e trabalhamos com /lugar
geométrico.

Recebe o nome de lugar geométrico dos pontos que possuem uma
propriedade P a figura que tem estas caracteristicas:

1. Todos os seus pontos satisfazem a propriedade P,

2. Somente os pontos desta figura satisfazem a propriedade P, isto
¢, se um ponto A possui a propriedade P, entdo ele pertence a
figura.

Para prosseguir a leitura, tenha em maos os seguintes materiais:

* Prancheta de apoio (Ex.: papeldo);

* Alfinetes;

* Fio flexivel (Ex.: fio dental);

* Régua e esquadro;

* Lapis e papel;

* Cola instantanea (Ex.: Super Bonder).
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Elipse

E o lugar geométrico dos pontos cujas distincias a dois pontos
fixos F; e F,, focos da elipse, tém soma constante igual a 2a.

Na figura acima, podemos identificar varios elementos da elipse:

e Ponto O: centro da elipse;

e Pontos F; e F,: focos da elipse;

e Segmento A4:A4;: €ixo maior;

e Segmento B;B;: eixo maior;

e 2a: medida do eixo maior (medida do segmento A4;4::);
e 2b: medida do eixo menor (medida do segmento B;B::);
e 2c: distancia focal (medida do segmento F;F;:);

o PF+PF=2a.
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Tracado mecénico da elipse

1) Separar a prancheta de apoio, o papel, dois alfinetes, o lapis e o
pedago de fio.

2) Escolher dois pontos
F; e F; (focos da elipse)
e cravar os alfinetes
nesses pontos.

3) Amarrar cada uma das
extremidades do pedago
do fio aos alfinetes,
deixando-o folgado.

4) Percorrer a elipse,
com a ponta do lapis,
mantendo o fio esticado.
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PARE E PENSE

1)

2)

3)

Utilizando a defini¢do diga: por que o mecanismo apresentado
descreve uma elipse?

Refaga a elipse mudando o comprimento do fio. Explique o que
aconteceu?

Na figura construida mecanicamente identifique, desenhando sobre
ela, os seguintes elementos: os focos, a distdncia focal, o eixo
maior, o eixo menor ¢ o centro da elipse.

Construcio com régua e compasso

1) Construir, em uma folha A B
de papel, um segmento AB,  *

de comprimento qualquer.

2) Marcar, em uma reta
suporte r, pontos F; ¢ F>, de
modo que a distancia entre
F; e F;seja menor que o

comprimento do segmento Fi

AB.

F2
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3) Marcar o ponto C, ponto
médio de AB, e o ponto D,
ponto médio de FF; .

4) Construir, com centro em
D e raio AC=CB, uma
circunferéncia. Marcar, nas
intersegdes entre a
circunferéncia e a reta
suporte, os pontos A; € A; .

Note que A:4:=AB=2a.

A

A
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5) Construir, com centro em A c B
F; e raio AC=CB, uma - - N
circunferéncia.

6) Construir, em seguida,
construa outra
circunferéncia, de mesmo
raio, com centro em F.

7) Marcar os pontos de
intersecdo entre essas duas
circunferéncias e nomea-los
por E; e E.

8) Considerar um ponto P,
qualquer, no segmento AB.

9) Construir duas
circunferéncias,
respectivamente, com centro
em F; eraio AP e com
centro em F; e raio PB.
Marcar, na interse¢ao das

duas, os pontos G; ¢ G-.

10) Construir duas
circunferéncias,
respectivamente com centro
em F; e raio PB ¢ centro em
F; e raio AP, Marcar, na
intersecao das duas, os
pontos H; e H..

11) Repetir os passos 8, 9 e 10, para pontos aleatorios P’; P''; P'"', ... em
AB.
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12) Tracar, a mao livre, a curva que liga os pontos de intersecdo
encontrados: 4;, G;, Hy, ..., Az, Ga, H,... .

». PARE E PENSE
= SAREE

1) A elipse ¢ o conjunto de pontos cuja soma das distancias a dois
pontos fixos F; e F, é constante. Portanto, considere constante o
comprimento AB. Por que 4;, A2, E; ¢ E; pertencerdo a elipse que

desejamos construir? O que esses pontos definem?

2) Por que os pontos de interse¢do G, , G., H; , H,, dos passos 9 ¢ 10

pertencerdo a elipse?
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Construciao com GeoGebra

Existem diversas construgdes de elipse que podem ser feitas em
programas de Geometria Dindmica. Por uma questdo de didatica,
adotaremos o mesmo principio usado na construgdo mecanica € na
constru¢do com compasso e régua.

Nas construgdes das conicas, utilizaremos o recurso de rastro de
ponto do GeoGebra. Com ele, podemos desenhar o caminho ou trilha feito
por um objeto da constru¢do, como um ponto ou uma reta, possibilitando a
visualizag@o do lugar geométrico desse objeto.

1) Construir um segmento AB, de comprimento aleatério 2a, € marcar
sobre ele um ponto P.

2) Construir uma reta auxiliar » e marcar sobre ela os pontos F; e F3, de
modo que distancia entre F; ¢ F; seja menor do que 2a (menor que a
medida do segmento AB).

3 GeoGebra = | B ||
Arquivo Editar Exibir Disposicfes Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
A /./ '§ ) ‘% Mover: Arraste ou selecione \_|
il | o= e -/ um ou mais objetos (Esc)
L#c - o Mo
A F B
c Fy Fo D
Entrada: ]
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3) Construir, usando a ferramenta Compasso, uma circunferéncia com
centro em F; e raio AP, e outra com centro em F; e raio PB.

r(} GeoGebra Elﬂlg

Arquivo Editar Exibir Disposicfes Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

. Mover: Arraste ou selecione um

P

' A ' (
- ® /v — \'-1, ‘_:H-v. ou mais objetos (Esc) |
I

A P B

Entrada: ©
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4) Marcar dois pontos, E e F, nas interse¢des das duas circunferéncias.

5) Clicar, com o botio direito do mouse, sobre o ponto E € marcar a op¢ao
Habilitar rastro. Repetir a acdo para o ponto F.

- A
¥ GeoGebra @M

Arquivo Editar Exibir DisposicGes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

B Mover: Arraste ou selecione um

)

. Xv "/v /‘\”‘v I\':l,. ‘%v ou mais objetos (Esc) -
| #c~
A P B

Ponte E: Ponto de intersegdo de ¢, d

Exibir Objeto
A Exibir Rétulo

Habilitar Rastro

[ Copiar para a Linha de Comandos

Renomear
Entrada: 4 Apagar

=Tl
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6) Movimentar o ponto P e observar o lugar geométrico construido pelos
rastros dos pontos E ¢ F.

-
7 GeoGebra E@Iﬂ

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

P ¢

=) ) 5]
L e~~~ o~ »~

)

(

oy
—

Mover: Arraste ou selecione um
ou mais objetos (Esc) (s

X

L)

A P B

Entrada: K1)

PARE E PENSE

1) Qual o elo entre as construcdes feitas com as 3 midias (mecanica,
compasso e régua e GeoGebra)?

2) Como vocé identifica, na construgio com o GeoGebra, os
elementos da elipse (foco, eixo maior, eixo menor, distdncia focal,
e excentricidade)?

3) Como vocé usaria esta constru¢do para mostrar ao seu aluno como
esses elementos influenciam a forma da elipse?
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Hipérbole

E o lugar geométrico dos pontos cujas distincias a dois pontos
fixos F; e F3, focos da hipérbole, em moddulo tém a diferenca constante
igual a 2a.

Moédulo ou valor absoluto: Esses termos sdo usados na Matematica

quando se deseja considerar apenas o valor. Por exemplo: |5|=5 e
|-5=5 .

B
]

FI

. - '

Fi A, O 2 Fy

By

Na figura acima, podemos identificar varios elementos da
hipérbole:

e Ponto O: centro da hipérbole;

e Pontos F; e F,: focos da hipérbole;

e Segmento 4;A4;: eixo real ou transverso;
e Segmento B;B;: eixo imaginario;
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e 2a: medida do eixo real (medida do segmento 4;4:);

e 2b: medida do eixo imaginario (medida do segmento B;B;:);

e 2c: distancia focal (medida do segmento F;F>:);

e |PF;-PF;=2a (0o moddulo da diferenga entre as medidas dos
segmentos PF;e PF; ¢ igual a medida do eixo real).

ATENCAO

O tracado mecanico da hipérbole ¢ um pouco mais complicado que o da
elipse. Na minha experi€ncia, para tracar a hipérbole completa, tive que
fazer em quatro etapas, mudando a posicdo do lapis e a posi¢ao do fio na
haste do mecanismo em que o fio estava preso. A figura a seguir
exemplifica as etapas do tracado.

7
K
_I
K
/ Etapa 3
/
i
I
............... Weevssens ...........................i..........................‘

1 F

' 2

]

1

/ ‘\
Etapa 2 v Etapa 4
! 1Y
1Y
/ ‘\
7/
’ N
A
/ N,

Para um tragcado mais préximo do modelo prototipico de hipérbole, utilize
um fio cujo tamanho seja, aproximadamente, 30% maior que a distancia
focal.
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Tracado mecanico

1) Separar prancheta de apoio, TIRA DE PAPEL
papel, dois alfinetes, tira de
papel, lapis e um pedago de fio.

a(3cm

2) Na folha de papel em branco,
construir duas retas 15cm
perpendiculares, que
representam os €ixos
cartesianos.

Recorte duas tiras de
papel cartdo de (15x3) em.
Cole uma a outra.

) Fure os dois extremos,
3) Marcar dois pontos F; e F,, como na figura.

simétricos em relagdo ao eixo y.

4) Colocar um alfinete em um
dos furos da tira de papel e
crava-lo no ponto Fj.

5) Prender o pedaco de fio em
uma extremidade da tira.

6) Prender o outro extremo do
fio, com um alfinete, no ponto
F..

7) Esticar o fio de modo a encostéa-lo na tira de papel. Movimente a
tira em torno de F; , mantendo a ponta do l4pis encostada na folha

de papel e mantendo o fio esticado. Pare quando o lapis chegar ao
final do fio.

8) Repetir o procedimento colocando o fio (com a mesma medida)
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no ponto F; e a tira de papel em F:, girando-a agora em torno deste
ponto.

A figura a seguir, ilustra o mecanismo que construimos e usamos
para tracar a hipérbole.

Figura adaptada de
http://www.macchinematematiche.org/images/macchine/coniche/disegni/iperbole filoD.JPG

PARE E PENSE

1) Utilizando a defini¢do, explique por que o mecanismo apresentado
descreve uma hipérbole.

2) Refaca a hipérbole mudando o comprimento do fio. Explique o que
aconteceu?

3) Na figura construida mecanicamente identifique, desenhando sobre
ela, os seguintes elementos: os focos, a distancia focal, o eixo real,
0 eixo imaginario e o centro da elipse.
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Construc¢io com régua e compasso

1) Construir, em uma folha A B

de papel, um segmento AB, *
de comprimento aleatorio 2a.

2) Marcar, em seguida,
pontos F; e F,, de modo que
a distancia entre os pontos F;
e F, seja maior do que 2a.
Construir, também, uma reta
suporte que passe por esses
pontos.

3) Construir uma semirreta
AB e no prolongamento do
segmento AB, marcar o
ponto P.

4) Construir as
circunferéncias:

cl: de centro F; e raio AP.
c2: de centro F, e raio BP.

5) Marcar os pontos M e N,
pontos de intersecao entre as
circunferéncias ¢l e c2.

A
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4) Construir as A B P

circunferéncias:
¢3: de centro F; e raio BP.
c4: de centro F, e raio AP,

5) Marcar os pontos O ¢ Q,
pontos de intersecdo entre as
circunferéncias ¢3 e c4.

6) Repetir os passos 3, 4 e 5 para pontos P’, P"', P'",..., no prolongamento
de AB.

7) Tragar a curva que liga os pontos de intersegdo encontrados.
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-
LT Y )

e« PARE E PENSE

1) Diga, com base na defini¢do de circunferéncia e hipérbole, por que

os pontos de intersecdo encontrados pertencem a hipérbole
construida com régua e compasso.

2) Identifique os elementos: focos, distancia focal,
hipérbole, diretriz, assintotas e excentricidade.

centro da
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Construcao com GeoGebra

1) Construir um segmento AB, de comprimento aleatorio 2a,

2) Construir uma semirreta AB e marcar no prolongamento de AB, um
ponto P.

3) Construir uma reta auxiliar » ¢ marcar sobre ela os pontos F; e F», de
modo que a distancia entre F; e F seja maior do que 2a.

F hl
3 GeoGebra E@Iﬂ
Argquivo Editar Exibir Disposicfies Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
' X g . (3||| agc | Mover: Arraste ou selecione um
|- o Sl sy .| ou mais objetos (Esc) »
Liic M~ o~~~
A B P
-
Fy Fy
Entrada: B
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4) Construir, usando a ferramenta Compasso, circunferéncias:
* ¢l, com centro em F; e raio AP;
* ¢3, com centro em F, e raio BP;
e ¢2, com centro em F, e raio AP;
e ¢4, com centro em F; e raio BP.

5) Marcar, nas intersegoes de ¢2 com ¢4, e de ¢l com ¢3, respectivamente,
os pontos E,, E;, E; e E,.

r N
3 GeoGebra E@ﬂ

Arquivo Editar Exibir Disposigfes Opcles Ferramentas Janela Ajuda

v e

LE e~

.
L)

Mover- Arraste ou selecione um
ou mais objetos (Esc) [id

ABC

5]

)

[ o

oy
—

Entrada:

D]
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6) Clicar, com o botdo direito do mouse, sobre o ponto E; e marcar a
opcdo Habilitar rastro. Repetir a agdo para os pontos E; , Es e E, .

7 GeoGebra [‘:' & éj

Arquivo Editar Exibir DisposicBes Opces Ferramentas Janela Ajuda

[elps -

LHe-

Mover- Arraste ou selecione um
ou mais objetos (Esc) |

.

L)

)

[ o

Ay
—

ABC

7]

A B P

Ponto E,

Exibir Objeto
Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

A E

Copiar para a Linha de Comandos

Renomear
Apagar

H R

Propriedades @

Entrada:
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7) Movimentar o ponto P e observar o lugar geométrico construido pelos

rastros dos pontos E; , E,, Ese E, .

-
7 GeoGebra

o D ) |

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

X

L)

)

[ o=

oy
—

./.’

]

Ladl>x

ABC

Mover: Arraste ou selecione um
ou mais objetos (Esc) (s

5]

® v AW

LHe- N~

/

Entrada:

1)

,_PARE E PENSE

Qual o eclo entre as construgdes feitas com as 3 midias (mecanica,

compasso e régua e o GeoGebra)?

2)

Como vocé identifica, na constru¢do com o GeoGebra, os

elementos da hipérbole (focos, distancia focal, centro da hipérbole,

diretriz, assintotas e excentricidade)?

3)
esses elementos influenciam a forma da hipérbole?
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Parabola

E o lugar geométrico dos pontos que equidistam, ou seja, possuem
a mesma distancia, de um ponto fixo F ¢ de uma reta d. O ponto fixo F ¢ o
foco da parabola e a reta d € chamada diretriz da parabola.

i—|

Na figura acima, podemos identificar varios elementos da parabola:

e Pontos F : foco da parabola;

e Pontos V': vértice da parabola;

e Reta d: diretriz da parabola;

e Reta VF : eixo de simetria da parabola;

e PF=PA,

e dLlVF (areta diretriz € perpendicular ao eixo de simetria);
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ATENCAO

O tragado mecanico da parabola, por uma questdo de funcionalidade, pode
ser feito em duas etapas: o lado direito da parabola, até o eixo de simetria, e
o lado esquerdo da parabola, até o eixo de simetria.

Tracado mecénico

1) Separar folha de papel em branco,
alfinete, prancheta de  apoio,
esquadro, régua, cola, lapis e pedaco
de fio.

2) Colocar a folha de papel na
prancheta de apoio.

3) Colar o esquadro a régua, como
mostrado na figura.

4) Marcar, com o lapis, um ponto F e tragcar uma reta d.

5) Colocar a régua sobre a reta d de tal forma que o esquadro e o
ponto F fiquem no mesmo semiplano, como mostra a figura.

6) Prender com cola um pedago de fio, de comprimento igual ao
lado do esquadro que ndo esta colado na régua ao vértice do

esquadro que esta fora da régua.

7) Prender com um alfinete a outra extremidade do fio no ponto F.
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8) Com a ponta do lapis, mantendo o fio bem esticado e encostado
no esquadro, deslizar o esquadro/régua mantendo a borda sobre a
reta d, tracando a curva.

A figura a seguir, ilustra 0 mecanismo que construimos e usamos
para tragar a parabola.

Fonte: http://fotosbsb.com.br/photo/45-ponte-jk-ao-amanhecer/
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Construc¢io com régua e compasso

1) Construir, em uma folha
de papel, uma reta AB e
marcar nela um ponto O.

2) Constrir, em seguida,
uma reta r, perpendicular a F
reta AB passando por O, e
marcar sobre r o ponto F,

foco da parabola. e o
0
3) Construir o ponto ¥, ponto
médio de F e O, vértice da
parabola.
F
L ]
"V
A B
o

PARE E PENSE

Por que se pode afirmar que o ponto ¥, ponto médio de OF, pertence a
parabola? Que ponto ¢ esse?
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4) Marcar um ponto D, na
semirreta VF. Tracar, em
seguida, uma reta s paralela a
reta AB, passando pelo ponto
D;,.

5) Tragar uma circunferéncia,
com centro em F e raio OD,.

6) Marcar os pontos P; ¢ P,
na interse¢ao da
circunferéncia com a reta r.

7) Repetir os passos 4, 5¢ 6
para pontos D;, D3, D, ...

7) Tragar a curva que liga os pontos encontrados a partir das interse¢des
das retas paralelas a AB e das circunferéncias de centro F. Essa curva ¢ a

parabola.
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PARE E PENSE

1) Diga, com base nas defini¢des de circunferéncia e parabola, por
que os pontos de intersecdo encontrados pertencem a parabola
construida com régua e compasso.

2) Identifique os elementos: foco, vértice, diretriz e eixo de simetria.
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Construciao com Geogebra

1) Construir uma reta AB e marcar sobre ela um ponto O.

2) Construir uma reta perpendicular a reta AB passando pelo ponto O.
Marcar sobre ela um ponto F, foco da parabola.

3) Construir o ponto V¥, ponto médio de O e F, vértice da parabola.

F hl
€7 GeoGebra (2) [E=REE
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

" / . (o xS Mover: Arraste ou selecione um
flls A= 4 ou mais objetos (Esc) @
L Ec~
F
»
v »
A B
- 0
Entrada- (1)
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4) Ocultar a reta FO. Construir, em seguida, a semirreta V'F e marcar
sobre ela um ponto D.

5) Construir uma reta r, paralela a reta AB, passando pelo ponto D.
6) Construir, usando a ferramenta Compasso, uma circunferéncia de raio

OD com centro em F . Marcar os pontos P; ¢ P; na interse¢ao dessa
circunferéncia com a reta r.

(7 GeoGebra 2) [E=FEEN)

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

<~ @

LHe-

)

(

e
—

Mover- Arraste ou selecione um
ou mais objetos (Esc) [d

b
i

Entrada: ©
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7) Clicar, com o botao direito do mouse, sobre o ponto P; e marcar a
op¢ao Habilitar rastro. Repita essa a¢ao para o ponto P..

(3 GeoGebra 2 [E=EREER)

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opgles Ferramentas Janela Ajuda

X / ‘% Mover: Arraste ou selecione um
d )

i ~ OU mais objetos (Esc) »

| #H e~

ey
ZJ
—

e
—]
i)

T

Panto P,

Exibir Objeto

A Exibir Roétulo
A\ ] # Habilitar Rastro
[ Copiar para a Linha de Comandos

Entrada: Renomear @

L o )
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8) Movimentar o ponto D e observar o lugar geométrico construido pelos
rastros dos pontos P; e P, .

(7 GeoGebra (2) =SS

Arquivo Editar Exibir Disposices Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

" X ~ & Mover: Arraste ou selecione um
i) =)

o .| ou mais objetos (Esc) I

Entrada: K1)

ATENCAO

Os proximos exercicios de constru¢do t€ém por objetivo leva-lo a praticar
construgdes geométricas a partir de roteiros. Dessa forma, trabalha-se a
linguagem geométrica, convertendo o texto em construgao.
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1)

TAREFA

Problema — Dados os segmentos AB e CD, respectivamente
eixos maior e menor de uma elipse, fazer a construcio dindmica
que permita visualizar o lugar geométrico do ponto P que
pertenca a elipse.

Solucde: Marcar um ponto O na intersecdo dos dois eixos;
construir uma circunferéncia ¢ , com centro em O e raio OC;
construir uma circunferéncia d, com centro em O ¢ raio OA,
marcar, sobre a circunferéncia d, um ponto E; unir os pontos OF
por uma semirreta, marcar, na intersecdo da semirreta OF com a
circunferéncia ¢, o ponto F; construir uma perpendicular a CD
passando por F e uma perpendicular a AB passando por E; marcar
o ponto P na intersecdo das duas retas construidas; ativar o rastro
do ponto P; mover o ponto E, observando o lugar geométrico
tragado pelo ponto P.
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2) Problema — Dados os pontos F;,, F,, A, A; e a reta r,
respectivamente focos, vértices e eixo de simetria que contém os
focos de uma hipérbole, fazer a constru¢do dinimica que
permita visualizar o lugar geométrico do ponto P que pertenca
a hipérbole.

Solucée: Marcar um ponto D sobre a reta F;F, ; construir uma
circunferéncia, raio DA; e centro F;; construir uma circunferéncia,
raio DA; e centro F; marcar, nas intersegoes das circunferéncias,
os pontos P; e P ; ativar o rastro dos pontos P; e P,; mover o ponto
D, observando o lugar geométrico tragado pelos pontos P; € Ps.

I
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3) Problema — Dados o ponto F e a reta r, respectivamente foco e
diretriz de uma parabola, fazer a construcio dindmica que
permita visualizar o lugar geométrico do ponto P que pertenca
a parabola.

Solucie: Marcar um ponto C sobre a reta r; unir por segmento de
reta os pontos F e C; construir o ponto D, ponto médio de FC;
tracar a reta s, mediatriz de FC; construir uma reta ¢, perpendicular
a reta r, passando pelo ponto C; marcar, na intersecao das retas s e
t, o ponto P; ativar o rastro do ponto P; mover o ponto C,
observando o lugar geométrico tragado pelo ponto P.

[
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SAIBA MAIS

O site da Associazione “Mathematical Machines” possui varias fotografias

de maquinas fisicas e diversas construgdes dindmicas, feitas em programas
de Geometria Dindmica, que tragam e/ou apresentam curvas matematicas.
Todos tragados e construgdes sao acompanhadas das explicagdes e
demonstra¢des matematicas.

O museu, que abriga fisicamente o acervo dessas maquinas, pertence a
Universita Degli Studi di Modena e Reggio Emilia-INIMORE, Modena-
MO, Italia.

Associazione “Mathematical Machines”.

Disponivel em: <http://www.macchinematematiche.org>. Acesso em: 26
fev. 2016.

Encerrando o topico

Neste topico, procuramos explorar o conceito das conicas em trés
momentos: constru¢do mecanica, constru¢do com régua € compasso €
construcdo com GeoGebra. Acreditamos que a visdo multifacetada ajuda a
compreender melhor o conceito estudado.

SALA DE AULA

Como podem ser estudadas com base no conceito de lugar geométrico, as
cOnicas permitem, ainda, uma abordagem pela Geometria Analitica. Como
faria essa abordagem nas construgdes propostas?
I
2
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% ENCERRANDO

Com este topico, encerramos nossos estudos.

Espero que a maneira como este Guia de estudos foi organizado e
concebido tenha ajudado vocé durante a disciplina e que o tenha, também,
estimulado a continuar estudando Geometria e Construcoes Geométricas.

Muitas felicidades!
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